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Resumo

Existem diversos problemas ligados a analise de sinaiscaiagjue podem se beneficiar de um
conhecimento mais detalhado da estrutura dos sinais gepados diferentes instrumentos. Entre
eles se destaca a compressao de sinais baseada em audimaskirwnde o codificador determina a
partir de um sinal parametros para reproduzi-lo com umtsatior inspirado em modelos fisicos dos
instrumentos. Para realizar este tipo de analise e sinteseedsario conhecermos as caracteristicas
fisicas dos instrumentos e dos sinais produzidos. Esteeconbnto € ainda util para auxiliar no
desenvolvimento de instrumentos e outros equipamentazadtys por masicos para obter o timbre
desejado. Esta dissertac@o apresenta experimentosdesicom uma guitarra elétrica para revelar
a dindmica néo-linear de suas cordas e seu filtro linear iaskgacomparagéo de sinais gravados
com resultados esperados por modelos matematicos da farmadh, e ainda uma proposta de
uma potencial técnica para a medi¢cao de parametros para delormoatematico de um circuito de
distorcdo musical, além de uma maneira de se mapear um pas g@sametros para um espaco de
maior significado psicoacustico.

Palavras-chave guitarra elétrica, fisica da muasica, overdrive, distongéusical, vibracao de cor-
das, processamento de sinais, estimacao de parametraprdedHammerstein, espaco timbristico.

Abstract

There are many problems related to the analysis of musichntaa benefit from a better kno-
wledge of the structure of the signals generated by diftarstruments. One of them is the compres-
sion of signals based in structured audio, where the eneidyzes a signal to determine parameters
for a physically inspired synthesizer to reproduce it. Westriunow the physical characteristics of
the instruments and signals to perform this kind of analgsid synthesis. This knowledge is also
helpful in the development of instruments and other equigraeed by musicians to get the desired
timbre. This dissertation presents experiments performiéa an electric guitar to show the non-
linear dynamics of the strings, the effect of the guitarifilliecomparison of the recorded signals and
the theoretical waveform, and also a proposal for a poteetthnique to measure the parameters of
a model of a distortion circuit and a way to map a couple of ¢hpsrameters to a space with more
psychoacoustical significance.

Keywords: electric guitar, physics of music, overdrive, musicatalison, string vibration, signal
processing, parameter estimation, Hammerstein moddiréiispace.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Obijetivos

O objetivo desta dissertacdo € o estudo objetivo da guitdéteca e seus acessorios, Como 0s
amplificadores e pedais de efeito. Deste grande objetivérigen podemos entretanto destacar dois
mais especificos e mais importantes para nos:

» Compreender cientificamente como a distor¢do contritmai pdimbre da guitarra elétrica;

» Contribuir para sistemas de codificacdo de audio compatieen o padrao MPEG-4 SA, onde
sinais sdo analisados para a extracdo de parametros deleante alimentam programas de
sintese definidos pelo proprio codificador [1].

Foi o estudo da distor¢cdo musical que nos levou a necesgi@agtudar mais detalhadamente a
forma de onda gerada pela guitarra. Este segundo temataoastaior parte desta dissertacao.

Abordamos aqui os seguintes problemas relacionados aesdlie podem ser feitas nos sinais
de guitarras, e medi¢Ges que podem ser realizadas no irsttom

» Estimacao da posicao dos dedos do guitarrista a partindbgiavado de uma nota.

» Demonstracao da ocorréncia de regimes de movimento da dewbrridos de fenbmenos nao-
lineares.

» Observacédo do movimento da corda da guitarra em regimeados.
» Medicgdo do filtro linear elétrico da guitarra.
* Medicdo de parametros para um modelo de um pedal de distorca

1



2 Introducéo

» Criagdo de um mapeamento de parametros de um modelo des@csiwara um espacgo onde
suas variacOes causam efeitos de intensidade similar.

Todas geracdes e gravacgdes de sinais foram realizadasindii um microcomputador conven-
cional equipado com uma placa de som ligada a amplificadtegdmicos. Os experimentos estao
portanto ao alcance de qualquer interessado em repramkjzsém demandar equipamentos muito
sofisticados.

Estes estudos buscam cobrir todo o caminho da producéo aladsimyuitarra, desde a vibracéo
da corda até o processamento do sinal por mecanismos @alasgbelo muasico, ou por imperfeicdes
em equipamentos intermediarios.

As analises séo de dois tipos: medicfes de caracteristidastdumento que s6 podem ser feitas
com acesso a eles, em experimentos de laboratorio, e andtisenal gravado que podem ser feitas
até mesmo a partir de gravacdes antigas em discos vendidagiptas.

1.2 Motivacbes

Podemos citar trés motivacdes principais para a realizéeste trabalho, apresentadas a seguir.

1.2.1 Interdisciplinaridade

E impossivel escrever este trabalho sem falar de sua istgstinaridade. Ainda se encontra nas
universidade engenheiros que podem considerar exotitaossenvolvendo masica. Por outro lado,
ainda existem estudiosos da musica que se espantam ao eaeheirgs interessados por fenbmenos
ligados a producéao cultural.

Cientistas mais antigos talvez pudessem até estranhasegssyacdo. Mas ao longo da his-
téria da ciéncia fundaram-se as disciplinas conforme ndeasobertas foram feitas. Os cientistas
comecaram a se tornar especialistas, e as universidadesmasm cada vez mais organizadas em
departamentos de interesse pretensamente disjuntos [2, 3]

E inegavel que existe hoje um esforco pela interdiscipliiaale, contra o isolamento dos departa-
mentos. No séculgx houve diversas situacdes onde areas de estudo se uniram potendimento
cientifico maior. Na ciéncia cognitiva, por exemplo, é conugmpesquisadores serem influenciados
por outras disciplinas [4]. Alguns dos livros mais impoténda ciéncia contemporanea buscaram
justamente unir diferentes areas [5].

O debate aberto sobre a compartimentacao da ciéncia jeeaesde o sécuboviil. Uma obra
controversa sobre este assunto € uma palestra de C. P. Snt®b8eque ecoa um debate entre
Thomas Huxley e Matthew Arnold [6].
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Nossa intengdo porém néo € tomar qualquer atitude em nonmeedidisciplinaridade. Ela é pra
nos uma motivacéo, e ndo um objetivo. NOs simplesmente @@sqas aqui questdes de interesse
e ao alcance de qualquer engenheiro eletricista. Se ajodaanunir diferentes areas de estudo,
ou mesmo aproximar diferentes ramos da engenharia e|é&gca uma boa conseqiiéncia mas nao
propositadamente procurada.

Acreditamos que a interdisciplinaridade deve ocorrernaftnente. Pesquisadores devem apenas
selecionar um fendbmeno de interesse, e investiga-lo coerrasrfentas disponiveis, sem se preocupar
com disciplinas e competéncias. Nao consideramos neaefgar pela interdisciplinaridade, mas
sim parar de lutar pela disciplinaridade.

Aqui neste caso em particular ndo estamos falando precama motivacdo causada, por exem-
plo, por um problema em aberto citado em algum trabalho iantéqui se trata de uma motivacao
suplementar, que refor¢a o desejo em desenvolver um ca@tio uma vez que comega a ficar claro
gue estaremos indiretamente tratando de outras questiessie interesse, que nao Sao o objetivo
central do trabalho. Isto também acontece quando encomsrama boa oportunidade de aplicar uma
certa ferramenta de que gostamos a algum problema, por Exe@m@to por si s6 poderia nao ser
completamente justificavel, mas havendo outras motivaigites, estas caracteristicas suplementa-
res do trabalho reforcam o desejo de sua realizacao.

1.2.2 Engenharia, ciéncia e musica

O estudo da acustica € antiquissimo, e seus fendmenos tesgae@stdo entre 0s primeiros estu-
dados na historia da ciéncia [7].

Até o surgimento da ciéncia moderna, instrumentos musécaiglitérios eram construidos com
base apenas em conhecimento empirico. O surgimento daiceeoarséculxviil permitiu o inicio
da formalizac&o deste conhecimento.

A partir da acustica e da fisiologia dos sentidos um engembeitle projetar um auditorio ou um
sistema de comunicacdes para obter caracteristicas d&sefda muito tempo ja se busca a melhor
compreensao da fala e o conforto acustico em obras arquitat)8, 9], e técnicas para o projeto de
salas estdo em constante desenvolvimento.

O uso da fisica para entender o que torna um instrumento atusihor do que outro é en-
tretanto algo relativamente recente [10]. O estudo de algwstrumentos pode até levar a alguns
sistemas dinamicos nao-lineares relativamente compl&siss sistemas exigem um pouco mais de
conhecimento de fisica do que o empregado nas atividadegotiaeiras de engenhatria.

Varios dos problemas mais interessantes da engenharlaatéia na area de processamento de
sinais, e podem se relacionar ao estudo da musica. E o casulifiaagdo digital de sinais, equali-
zacao cega, separacao de fontes e remocéo de ruido. Ouatintenpais envolvem ainda a inteligéncia
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computacional, como o reconhecimento de instrumentossdregdo de musicas e composicdo auto-
matica. Estes trés problemas encontram bons paralelosmaigédbem-estabelecido estudo da fala.

Estudar a muasica é portanto uma boa chance para estudagmpestontemporaneos de engenha-
ria. Masicos e ouvintes também podem se beneficiar com gpksacriadas a partir de todos estes
estudos, ou ainda com as conclusdes tedricas mais proftradetias por eles.

Entre estas conclusdes tedricas podemos citar a confitbuientifica para tentar formalizar dis-
putas histéricas entre entusiastas de diferentes maregiggmmentos, ou de diferentes tecnologias
de fabricacdo de circuitos. Nestas disputas os defensereaddh equipamento afirmam que aquele
possui certas caracteristicas que tornam seu funcionanmerentemente melhor do que os simi-
lares. Argumenta-se, por exemplo, que amplificadores cornitvs valvulados soam de um jeito,
transistorizados de outro, e ainda que circuitos com arcgudiires operacionais e circuitos integrados
também soam de outra forma.

Algumas outras disputas histéricas séo entre as guitaerasaticas FenderersusGibson, e a
contenda entre o CD e o vinil, sem contar a disputa iniciakemfondgrafo e a prépria fonte original
do sinal. N&o é raro encontrar nestes debates argumentzegeedas de fato em conceitos técnicos
precisos, como a existéncia de pequenas curvas de distofittfios no caminho do sinal, e diferentes
formas de surgimento de ruido no sistema. Mas € dificil eémapafinal medi¢des precisas destas
caracteristicas e comparacoes entre os efeitos causadest@o diferencas.

Todas estas polémicas do mundo da musica precisam da visdentistas para que possamos
elevar o nivel das discussées. E preciso entender quaigdatodis caracteristicas dos sons e o que
realmente pode ser percebido e faz a diferenca. A ciénciaigand acabar com estas disputas, mas
podemos tentar determinar exatamente quando entra em esté&iaa de cada um no julgamento da
gualidade de instrumentos e equipamentos.

Devemos deixar claro que n&o se trata de encontrar um egeipartvencedor” nestas disputas.
N&o se trata de uma disputa de fato, mas simplesmente dgali@hdre diferentes gostos e estéticas
que sempre esteve presente na histéria da humanidade.i§oprempreender exatamente o lugar da
ciéncia: ela deve ser utilizada para entender as diferemgesas varias preferéncias, e nao justificar
uma pretensa superioridade de uma sobre a outra.

Até aqui demos énfase apenas a contribuicfes da ciéncizelaarip a solucao de problemas per-
cebidos por musicos em suas atividades. Mas tecnologias padem oferecer muito mais a musica.
E possivel ndo somente melhorar instrumentos e criar sisteimalta fidelidade para reproducéo de
sinais tradicionais, mas também inventar sistemas dessibtestante inovadores, oferecendo timbres
bem diferentes do que se obtém com instrumentos tradisionai

Computadores permitem a criacdo de uma grande variedadedetimbres. A criacdo de novos
sistemas para sintese de sons € a definicéo de restricO@ésreeprais de controle que permitem o mu-
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sico trabalhar dentro destas iniumeras possibilidadeseMsdle sintese inspirados em instrumentos
reais n&o precisam portanto se limitar a isso. E possivitae@xtensdes para explorar novas pos-
sibilidades. Esperamos que nossos estudos ndo sejamtpartais apenas para a analise de sinais
reais, mas também que inspirem musicos e engenheiros bigdearamentas para a criagdo de novos
sistemas artificiais de sintese.

1.2.3 Filosofia, Ciéncia Cognitiva e Inteligéncia Artificia

Este trabalho também foi motivado por problemas filosoficmsaos que surgem no estudo da
epistemologia e ciéncia cognitiva.

Por exemplo, o determinismo da fisica nos faz questiona.giie ponto podemos codificar um
sinal gravado ou substituir um instrumento real por um szgdor? Esta questdo se relaciona com a
da medicao da complexidade de sistemas [11].

Ja no ambito da ciéncia cognitiva e inteligéncia artifidiamos o problema de tentar fazer um
computador compor uma musica que seja avaliada como taouamsdoguma musica composta por
um humanao. Isto pode ser visto como um teste de Turing musisasistemas de composi¢cao mais
simples utilizam modelos de Markov [12], ruidos e fractdi3,[14]. Resultados mais interessantes
sdo obtidos com estruturas mais complexas. O programa Ekkxemplo, ja levou alguns cientistas
da cognicéo a se questionarem a respeito da arte e da natureaaa [15].

Uma das motivagdes de nosso trabalho veio da percepc¢éo detdmga que a interacdo do com-
positor com seu instrumento pode ter no processo criat®jp {1 estudo desta interacdo no contexto
da composicdo automética de musica estaria relacionad@agitizacao de robés humandides em
estudos de ciéncia cognitiva [17].

Os programas atuais de composicao geralmente trabalhaemsolendo e escrevendo partituras.
Queremos contribuir para a criacdo de uma nova geragao deapras compositores que compo-
nham enquanto tocam em instrumentos. Para isto podemiaautiodelos fisicos de instrumentos
implementados em computadores. Com um modelo destes, gsapras de composicdo poderao
interagir com instrumentos simulados, evitando a condtrute rob0s. Estes programas ainda véo
precisar “ouvir’ musica, e para isto serdo necessarioslesteobre o timbre dos instrumentos e a sua
percepcéo.
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1.3 Trabalhos anteriores

1.3.1 Modelagem fisica em geral

Esta dissertacdo foi influenciada antes de mais nada pelogeios trabalhos existentes sobre
analise fisica de instrumentos musicais, mais especifici@nage instrumentos de corda. Este assunto
€ abordado no inicio do capitulo 2.

Um dos objetivos mencionados acima € contribuir para o desemento do padrdo MPEG-

4 SA (Structured Audip[1]. Esta forma de codificacdo € fundamentada na teoria ohplexidade
de Kosmorépos (Kolmogorov), e este padrdo € sua primeira tentativa deemehtacao pratica. O
decodificador em um sistema deste tipo recebe um progranaaos gara servir de insumo a ele. O
sinal portanto é gerado por um sintetizador determinadwo glificador [18].

Uma forma de utilizar esta arquitetura de codificacdo € proweterminar um programa sinte-
tizador que seja genérico o suficiente para reproduzir @sstte uma certa familia que se deseja
codificar. O usuéario entdo executa o codificador para umagladacéo que se deseja codificar, e o
programa busca por parametros que reproduzam da melhaa farssivel o sinal original.

Ao procurar por estes parametros, o programa pode ou nadtipgnandes erros na comparacao
do sinal decodificado com o original. E possivel, por exemiplwoduzir muitos erros na forma de
onda, mas ainda assim criar um bom resultado, explorandeeconentos da psicoacustica. Isto
acontece numa popular familia de codificadores para auljo [1

Outra alternativa é a que mais nos interessa. E tentar negir@iforma de onda original minimi-
zando alguma medida de erro. Uma forma de obter este resétatilizar um modelo simples, como
a predicao linear, e simplesmente transmitir o erro da @adi@io a ser compensado na decodificacao.

Podemos ainda tentar utilizar analises mais sofisticadabnente direcionadas a familias espe-
cificas de sinais. Para criar programas para este tipo dessimais especifica, € comum buscar
inspiracdo nos modelos matematicos que a fisica forneeegsasistemas que originam os sinais de
interesse. Isto foi feito com grande sucesso no sécujoa codificacdo de sinais voz, onde buscamos
inspiracdo para o trabalho apresentado aqui.

Ao projetar estes sistemas de codificacdo de voz, seus @&gdtlizaram o conhecimento do
funcionamento do sistema fonador humano para determircarasteristicas do sinal a serem detec-
tadas, e entdo transmitidas para que um sinal similar ggjadezido no decodificador [20, 21, 22].
Estas caracteristicas sédo geralmente a frequiéncia de aldsiexcitacdo, e as freqiéncias chamadas
de formantes, que séo picos no filtro determinado pelo farmatrato vocal humano.

Esta estrutura é toda prevista pela teoria fisica. Os me®prlores esperados das freqiiéncias de
excitacdo e formantes podem ainda ser restringidos seautiios mais conhecimentos extraidos de
experimentos para a determinacao de detalhes da estiipioeade um trato vocal humano [23, 24].
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As técnicas de analise e sintese inspiradas por teorigadigfio se limitam entretanto a elas.
O filtro de um sistema de codificacdo com predicéo linear (I.PG) exemplo, modela na pratica
um filtro com caracteristicas que muitas vezes nem foranmigtasvpelo seu programador [25, pg.
137]. Ofiltro pode ter sido inspirado simplesmente pel®tvaical humano, mas na prética ele acaba
modelando ainda outros fendbmenos que poderiam nem ter IEdis{os.

Ou seja, a inspiragdo da fisica pode simplesmente levar astems que ndo obedece comple-
tamente a leis da fisica, mas que modela o sinal a contenta wémque possuimos um modelo
satisfatério, podemos a seguir aplicar técnicas de d#tatiestimacido de parametros e processa-
mento de sinais que podem nao possuir um significado fisaco,ahas que atendem as necessidades
do engenheiro.

Por exemplo, ainda no caso da codificacdo da fala, existeensdis técnicas para a estimacgéo
da frequéncia de excitacdo, algumas tentam utilizar m#érstatisticos rigorosos, outras utilizam
heuristicas sem significado fisico claro. O uso de uma oad&tnica vai depender das necessidades
da aplicagao.

Em geral, ao projetar uma técnica de analise para sinaisdie aypreciso optar por beneficiar
uma das seguintes aplicag6es: qualidade satisfatérigonadiegdo do sinal, bom desempenho em
testes de reconhecimento de padrées, que podem dependédomds gem significado fisico claro, ou
finalmente uma boa precisdo na medicédo de parametros fespesificos.

As técnicas que apresentaremos podem vir a ser Uteis enuqudkestas aplicacdes, sendo ainda
necessarias medicdes mais rigorosas da precisao e cushgiopal de cada uma delas.

Apresentaremos nesta dissertacdo experimentos que patematizados por qualquer enge-
nheiro, ou interessados em geral, necessitando apenasadguitarra elétrica, circuitos eletrénicos
simples e um microcomputador. Muitos experimentos naalitea requerem equipamentos de dificil
acesso, como sensores de precisdo, salas anecoicas e magmamento de audio de alta qualidade.
Desejavamos demonstrar a possibilidade de se realizaltosstom equipamentos mais simples.

Também foi nossa intengdo divulgar resultados do estudaestieimentos musicais que precisam
ser melhor conhecidos pela comunidade, assim como divalgaritmos e técnicas de analise que
podem ser muito Gteis a outros pesquisadores da area, madmamda muito bem conhecidas.

1.3.2 Modelagem fisica de guitarra elétricas

O uso de modelos fisicos na sintese de instrumentos mysoaisspecial de violdes e guitarras,
€ na verdade algo que sempre ocorreu, mesmo que de fornalrmeaite obscura. Uma revisao da
historia da sintese de guitarras € o assunto do apéndice B.

Vale notar aqui apenas que hoje ja sdo feitas pesquisas guambisintetizar o som de cordas
utilizando técnicas de elementos finitos, inclusive com etaglrelativamente detalhados [26].
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Existem também muitos programas comerciais que realizatasgis sofisticadas, e oferecem
filtros digitais que processam o sinal gravado de uma gait@y@da diretamente a placa de som para
simular com 6timos resultados equipamentos consagrados gotras guitarras, pedais de distorcéo
e amplificadores antigos. Algumas das empresas mais pepldarferecerem estes sistemas sao a
Line 6, Native Instruments e Behringer.

Alguns destes sistemas sao implementados em dispositgitaslautbnomos, onde se liga a gui-
tarra da mesma forma que se faz com um pedal de efeito coovahcDutros sdo apenas programas
gue sdo executados em microcomputadores, geralmente capalres de operacdo em tempo-real.
Além destes sistemas comerciais existem ainda programafisitgs, ou mesmo de cédigo aberto,
gue realizam este tipo de processamento em tempo real. $viléles sao construidos sob a forma
de VSTs, que sao bibliotecas com pequenos algoritmos pac@gsamento de sinais, geralmente
controlados por pequenas interfaces graficas propriaas Biiliotecas sdo compiladas seguindo um
padréo criado pela empresa Steinberg [27].

Infelizmente as tecnologias utilizadas por todas estasesap sdo usualmente protegidas devido
a interesses comerciais, e ndo sao de conhecimento gerak |Sude especular a respeito do que
realmente todos estes programas e sistemas fechados tadenspmo foram feitas as medicdes de
caracteristicas dos equipamentos consagrados que sdadisu

A seguir, nos capitulos 2 e 3 falaremos sobre a dinamica dagdb de cordas vibrando livre-
mente, e em resposta a uma forca estacionaria senoidal.pitaload falaremos sobre o filtro linear
constituido por elementos passivos que € inerente asmgsitalétricas. O capitulo 5 traz enfim ana-
lises sobre o funcionamento de circuitos elétricos paratardido de sinais.



Capitulo 2

Cordas em vibracao livre

Vibragbes sédo fendmenos frequentemente observados nadifesientes areas de estudo. A
vibracdo de cordas, mais especificamente, foi um tema impterho desenvolvimento da ciéncia, e
foram justamente as cordas de instrumentos musicais cpieaatrem primeiro lugar a atencédo dos
cientistas para este problema.

Pitagoras interessava-se pelas relacdes entre compoierdordas, a altura de suas notas e a
harmonia. Galileu estudou problemas como a oscilagcdo deéup#s) resisténcia e elasticidade de
fios, vibragdo de cordas, ressonancia e harmonia [28]. Seergpa&ompositor, e estudava teoria
musical. Alguns creditam a ele a descoberta da primeiradief ndo-linear da historia, que seria a
relacdo quadratica entre a tenséo e frequéncia de vibragdma corda [29].

O estudo deste fendbmeno ainda foi muito relevante na fisisgculoxviil , e foi depois abordado
no séculoxx como fendbmeno nao-linear. A seguir detalharemos estedasstu

2.1 Estudos da “velha guarda”

2.1.1 Solucao periédica

Um grande marco da histéria da fisica foi a solu¢do da equdgdmrda unidimensional por
d’Alembert. Ela modela no tempoo deslocamento vertical da corgam funcéo da posicéo hori-
zontalx daquele ponto, dependendo dos valores da densidade lirg@nsad’ da corda:

0%y 0%y
— =T 2.1
'uﬁtz 0x? (2-1)
Esta equacéao foi uma das primeiras aplicacbes de derivadeisip, e d’Alembert apresentou sua
integracdo em uma dissertacdo em 1747. Foi ele quem degemwwluso da derivada parcial e a

9
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introduziu na fisica. A importancia desta ferramenta émbecida por qualquer um, mas raramente
o devido crédito é dado a d’Alembert [30]. Outros cientisasinistas a contribuirem para o tema
foram Euler, Lagrange e os Bernoulli [31].

A solucao de d’Alembert prevé que a posicao da corda podessdtaecomo a soma de duas
funcdes se deslocando no espaco em dire¢bes opostas, amangetecidade constante obtida a
partir da tenséo e da densidade.

y(z,y) = f(z —ct) + g(x + ct), (2.2)

c= \/f (2.3)

Cada ponto da corda pode se mover em trés dimensdes. Umatasitto na direcdo da corda em re-
pouso é chamado movimentmgitudinal Deslocamentos ortogonais a dire¢cdo da corda em repouso
sdo chamadogansversaisou aindalatitudinais Movimentos transversais genéricos podem ser mo-
delados como uma soma de movimentos transversais em deeS8adirortogonais. Se 0 movimento
se d4 em apenas uma direcdo, a onda éodtear

Diversas condicdes podem ser impostas ao problema, nedoléan mais restricdes na forma da
solucéo [32]. Se as duas extremidades da corda estiverégit@@ente presas, a solucdo sera perio-
dica, com freqiéncia angular fundamentgl A solucdo que se encontra afinal € uma superposi¢céo
de modos de vibragdo no espago, cada um vibrando de acordarnarsendide de amplitude,,
fase¢, e com frequiéncias multiplas inteiras da fundamental.

WnT

y(xt) = Z Crsen (wnt + ¢,,) sen .

(2.4)

Wy, = Won (2.5)

2.1.2 Solucdes ndo-harmodnicas

Se as terminagfes ndo forem completamente rigidas, comteaecem instrumentos acusticos,
as condicdes de contorno devem ser modificadas. Por exesgphm invés de uma corda fixa de
comprimento L, ondg(L,t) = 0, considerarmos a corda ligada a uma massa, teremos:

~T(9y/0x) o=t = m(Py /Ot )o=r. (2.6)

Esta restricdo faz com que as frequéncias de oscilagédo ténsisido sejam mais harmonicas, ou
seja:w, # won [32].
Outra modificacdo importante que pode ser feita ao probleigaal, € considerar a rigidez da
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corda a dobra. Isto é feito com a inser¢cdo de uma derivadaateagqurdem na equacéao diferencial,
resultando em oy oy Dy

Hop = T@ — ESKQ@, (2.7)
ondeF € o modulo de elasticidade de Yourstg a area de secéo da cordds € o raio de giro [33]. O
temo S K? resulta no momento de inércia a dobra. Thomas Young aplisau@onceito de médulo
de elasticidade a diversos problemas, mas o primeiro erpato relatado por ele foi justamente uma

medicao do valor a partir de vibragoes [34].

2.1.3 Amortecimentos

Existem diversas formas de se considerar perdas de enesj@agsistema. Ela pode escapar pelos
suportes da corda, pelo contato com o ar, ou pelo atritonatardeformacao, por exemplo. Estes
diferentes fatores podem contribuir simultaneamente pamortecimento dos modos de vibragéo,
mas cada um deles pode variar de forma diferente de acorda ¢é@yiéncia. Assim, podemos ter
taxas de decaimento proporcionaig,a/f ou f? [32].

Considerando os diferentes efeitos mencionados acima,delmmatematico para uma corda
vibrando passa a ser entao

ylat) =Y Ayelontion)t (2.8)

uma soma de exponenciais complexas com valores arbit@ai@sas frequéncias,, amplitudes
A, e taxas de decaimentg,. As condicdes iniciais determinam o valor das amplitudesm&a
funcéo é real, é preciso que existam frequéncias conjugedasamplitudes tais que ndo haja uma
componente imaginaria ao final da soma. As taxas de decairpessuem valores negativos, devido
a perda de energia.

Todas as modificacdes apresentadas até aqui resultam amndeeelos lineares. Uma corda
vibrando em duas dimensdes € modelada simplesmente conmsuper@osicdo de modos ortogonais
com as mesmas freqiiéncias. Cada modo, de frequéncia eodimégiias, funciona isoladamente de
forma semelhante a um oscilador de uma particula unidiroeaki

2.1.4 Resposta aimpulso

No caso ideal, com modos de vibra¢do harmdnicos, a respostautsoh( P,x,t) pode ser calcu-
lada fazendo

y(z,0) =d(z = P)  y(z,0) =0,
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onded é a distribuicao delta de Diracgeepresenta a derivada em relacdo ao tempoée posicéo
da corda em que o impulso inicial se localiza.

Podemos determinar esta resposta apenas a partir das teftettéo. A deducdo apresentada a
seguir ndo foi encontrada na literatura, mas nao acredg@ue seja algo novo. Sao contas bastante
simples, e baseadas em conceitos muito bem-conhecidos.

Havendo reflex&o ideal, um impulso que atinge uma extrereidetdrna com a amplitude oposta.
Assim, paraP > x, temos

+ dt—k/f—(P—2x)/c )
| - ot—k/f—(P—2a)/c —2(L—P)/c )
h(Pxt) = , (2.9)
22; — 0(t—k/f—(P—x)/c —2z/c )
+ 0(t—k/f—(P—2x)/c —2x/c —2(L—P)/c )

resultando na forma de onda apresentada na figura 2.1. Nesgein e nas seguintes, trabalhamos
comL =1ec=2,resultando enf = 1. O casoP < x ndo possui diferencas qualitativas.

15
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Fig. 2.1: Resposta a impulso cabh= 0,7 emx = 0,5

2.1.5 Formas de excitacao

Existem varias formas de se excitar uma corda de um instriamaumsical. Em um violino, o arco
desliza sobre a corda dando origem a uma forca de atritovelrfue atua como sinal de excitacao.
No piano, um martelo transmite um impulso a corda [35]. Aigdaossivel estudar a excitacdo da
corda com sendides, 0 que tem mais interesse tedrico do geieahu
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As cordas de uma guitarra elétrica podem ser excitadas @& ¥érmas. E possivel dar pancadas,
como acontece no piano, por exemplo. Mas forma mais usua& tbear este instrumento é puxando
a corda com um dedo ou uma palheta, e soltando-a. Portardtemsi seria forcado apenas por um
certo periodo, e depois mantido livre.

Quando puxamos a corda em algum poRtoapds algum tempo ela atinge uma configuracéo
estavel em forma de “V”. Esta configuracao atende a equachp (@rque

0y

A I — (2.10)
0z? ot P

ou seja, a corda so esta dobrada no pdhtmnde a forca aplicada pelo guitarrista e a tensao se
equilibram. Emz = P, 24 & uma delta de Dirac.

As figuras 2.2 e 2.3 apresentam a superficie determinadaleflamacdo da corda ao longo do
tempo. Na figura 2.2 podemos ver as diferentes formas de ana@dmento da corda em diferentes
pontos. Em geral, trata-se de uma onda com simetria especoilaposta por quatro segmentos de
reta. Em dois momentos a corda fica completamente parada,aitros dois a corda se desloca com
velocidade constante, ora numa dire¢do, ora em outra. Nio oe a corda foi tocada, um dos

periodos de repouso se extingue, formando um trianguladeda uma planicie.

Amplitude ONDAS
9 CORDA:----
15

Tempo

Fig. 2.2: Ondas amostradas, e formato da corda tocadaten,7

Se a corda for tocada em seu ponto médio, forma-se ali umatdadgular. Ja proximo as
extremidades, a corda tende a ficar mais tempo parada. rssorfeque a forma de onda se aproxime
de um sinal de dois niveis. Com= 0,5, estas ondas ficam quase quadradas.
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Outra caracteristica importante sdo as simetrias do sasténocando-sé” por L — P oux por
L—x, obtemos uma mesma forma de onda. Isto é 6bvio para uma inogkénea, equivalente a uma
mudanca de referencial. Ao trocar apenas uma das varigegismos ver a simetria ao perceber que
em um semi-ciclo a corda adquire um estado radialmente sométo inicial. Outra simetria menos
Obvia é que também podemos tro¢apor z, como mostraremos na proxima secao.

Na figura 2.3 podemos apreciar melhor o formato da corda ebguda vibra. Ela parte do
formato de “V”, e logo a seguir o vértice da lugar a outros goisn um segmento de reta entre eles.
Este segmento caminha todo com a mesma velocidade. Eveetual a corda adquire novamente
o formato de “V”, mas desta vez ela ndo esta parada. O segroentinua a se movimentar, desta
vez com comprimento constante, até atingir a outra extrateidia corda. Por fim os dois vértices se
encontram em = L — P, fechando o semi-ciclo.

Amplitude

Posicéo
Fig. 2.3: Outra visdo do grafico anterior

Como pudemos ver, ao selecionar o ponto da corda a ser admstr@ ponto em que toca a
corda, o guitarrista determina a forma da onda obtida. Aiseguesentaremos este processo como
um caso da atividade mais cotidiana da engenharia elétriganjeto de um filtro linear.

2.1.6 Projeto de filtro

O estado inicial da corda palhetada é equivalente a intégidgpla de um Unico impulso, levando-
se em consideracao a extensao periodica da cordaparac e x — —oo. Podemos verificar que a
forma de onda apresentada anteriormente também € a irieghagla da resposta a impulso descrita
pela equacéao (2.9).
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Este sinal gerado pela guitarra pode ser visto como a irgggrdupla de um trem de impulsos,
sem a componente DC, convoluido por dois filtros. Nas eq@aa®@eguir substituimos o nome da
variavelz por C' para dar uma idéia melhor de que trata-se de um parametrmotegue caracteriza
o sinal obtido, assim com®. Enquanto a posicdo em que corda que foi puxady é& posicdo
em que estamos observando-& €A variavelz aparece nas equagdes diferenciais, e ndo pode ser
interpretada como um valor que se pode tornar constantesteors.

apo(t //Zét— (P — C)/2) * hp(t) * he(1) (2.11)
ha(t) = 6(8) — 5 (t — (1— P)) (2.12)
holt) = 6(t) — 6 (t— C). (2.13)

Estes dois filtros sdo sendides na frequéncia:

Hp(w) = &% — eg0=P) He(w) = e — ¢ (2.14)
Hp(w)He(w) = v (1-%) (ejw% - e_j‘”];) e (63'“% - e‘jw%> (2.15)
Hp(w)He(w) = e (1-F+45%) [sten (wg)} {sten (wl _2 C)] (2.16)
Hp(w)He(w) = —4e7(3) 74(“2" ) sen (wg) sen (wl _2 C) : (2.17)

Como estamos trabalhando com a freqiiéncia normalizad@eates possuira impulsos apenas
nos valoresiw,, ondew, = 27. Assim, desconsiderando o ganho constante e a distorc@seedt
espectro do sinal final sera dado por

|Apc(jw)| (Zé w — kwp) ) sen ( g) sen (wl _2 C) . (2.18)

Este espectro € formado por um trem de impulsos moduladayasrskendides, cujas frequéncias sédo
determinadas poP e C. O fator relativo ahp, dependente apenas # esta relacionado com as
amplitude dos modos de vibragéo presentes na cord#® f8eum nodo de um modo, a amplitude
dele sera zerada. Da mesma forma, o posicionamentomiEle causar a anulagdo de componentes
no sinal. O primeiro fator vem da integracéo dupla.
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Se passarmos as sendides para dentro do somatério, elsthssto e w, teremos

|Apc(jw)|| = % Zé (w — kwp) sen (kwog) sen (kwol _2 C) (2.19)
k=1
1l sen (k27) cos (—knwC)
T w? kZ:; O (w= k2m)sen (k) (—I— cos (k27) sen (—]{TWC)) (2.20)
= % f: d (w— k2m)sen (kwP)sen (knC) . (2.21)

k=1

Esta substituicdo prova a simetria Hee C' com relagdo ao meio da corda, e entre si.

No gréafico da figura 2.4 podemos ver os harmonicos de um simatlgeeomP = 0,208 e
C = 0,888. A amplitude do grafico foi normalizada de acordo com a intite da primeira parcial.
As curvas sao o filtro total que é aplicado ao trem de impuksos,fatores relativos B e aC. Cada
uma das senoides foi dividida pet criando duas funcdesnc. O fator relativo aP quase zera o
guinto harmdnico, o que ocorreria caofh= 0,2. ComoC > 0,5, sua sendide possui um periodo
bastante curto. Uma melhor visualizacao é proporcionakdecpeva relativa d — C', que cruza com
a deC acima dos harmonicos. Esta equivaléncia das duas curvagagarao fendbmeno ddiasing
na reconstrucao de sinais digitais amostrados inadequadem
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F‘rleq[]éncia r(lsormalizada8

Fig. 2.4: Harmonicos obtidos com = 0,208 e C' = 0,888

A multiplicacao de senos pode ser substituida por uma sornasenos, resultando em:

COS (CUPTJ'_C) — COS (WP;C)

2
2

(2.22)
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As curvas relativas a estes dois cossenos estao no grafigudadis, assim como o filtro final. Para
facilitar a visualizac&o, o grafico ndo é logaritmico, e apldodes opostas também foram plotadas.
Os valores também foram multiplicados pgr.
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Fig. 2.5: Harmonicos obtidos com = 0,172 e C' = 0,244

Um interessante tdpico de pesquisa sendo abordado possagtores € a estimacédo do ponto da
corda em que o guitarrista a puxou a partir da analise de uavagfio. O problema pode ser bem
dificil para gravacdes de instrumentos acusticos, e ncagasalguns pesquisadores ja até expres-
saram pessimismo quanto a esta possibilidade [36]. Matkexdsmenos um trabalho mais recente
gue apresenta resultados positivos [37]. Na guitarraiedétieve ser possivel realizar o mesmo tipo
de analise, mas sera necessario levar em consideracaontaanpésicdo dos captadores, 0 que é
desprezado no caso do violao.

2.2 Estudos da “nova onda”

Muitas vezes o fendmeno real da vibracdo ndo é explicadmetde pelo modelo linear com
exponenciais complexas. As principais diferencas obdas/am relacdo aos modelos lineares séo:

» Variacao das frequiéncias naturais de vibracdo de acord@amnergia no sistema.
» Presenca de harménicos em respostas forcadas com ea@tgadal.

 Saltos e histerese na variacdo gradual da frequiénciafoesia de excitacao.



18 Cordas em vibragao livre

« Decaimentos diferentes do esperado.
» Acoplamento entre modos transversais, longitudinaisdifdesntes freqiéncias.

Alguns destes fendbmenos podem ser investigados de forrapandente, e apenas recentemente
a sua ocorréncia em cordas comecou a ser estudada em malbed€&bi apenas a partir da metade
do séculoxx que medicdes rigorosas de caracteristicas fisicas danmsititos musicais comecaram a
ser realizadas [38, 39, 40, 41]. Um artigo de 1947 relataneftighes de tempos de decaimento do si-
nal de pianos até menciona a insuficiéncia de trabalhos bantek [42]. Neste artigo ndo hd mencao
a efeitos causados por nao-linearidades. O decaimentadapiano em dois estagios € explicado
pela diferenca de amortecimento de acordo com a frequéngige também é oferecido como expli-
cacao para a variacao do timbre com o tempo. Modula¢desldatamplitude sao explicadas como
podendo decorrer apenas da ténue desafinacdo entre asammEsido o tom especifico no piano.

Um dos primeiros artigos a utilizar equagdes néo-lineases tle Shankland, que investigou a
variacdo da frequéncia com a amplitude da vibracdo. Elesapte um modelo teorico e resulta-
dos experimentais [43]. Um outro artigo utiliza um métoddymbativo para deduzir equacdes que
também prevéem o aumento da freqiéncia com a amplitude Gec&i[44].

Estes artigos estudam a nao-linearidade decorrente de@arda tensdo da corda conforme o
seu comprimento muda devido a sua deformacdo. Na equacddldebdert a tensdo da corda é
considerada constante, o que significaria auséncia dezigigéxtensdo. A equacao diferencial para
a corda com extremidades fixas e com rigidez a extensédo € dada p

oE [* [(0y\? 0%y

Py _
Howe ~

Onde a tensao constante foi substituida por uma funcao guesde do comprimento da corda. Este
problema fora estudado por Kirchhoff no final do séoubo, mas os artigos do comec¢o do sécxio
nao costumam citar o seu trabalho [45].

Estes primeiros estudos se concentraram apenas em vibialedares, em especial no valor das
frequéncias, e na dependéncia a amplitude da oscilacdo. rliffo de 1948 se destaca por relatar
a observacao de outro fenbmeno néo-linear: o surgimentdbdac@es na direcdo ortogonal a de
excitacao, originando um movimento classificado coufmlar [46]. Tanto neste artigo quanto no de
Shankland o experimento foi baseado em fios metalicos fosgadr eletromagnetismo.

Os trés primeiros fendbmenos mencionados acima sdo aserétcas que mais usualmente se
associa a osciladores nédo-lineares. A resposta forcadaalador de Duffing apresenta tanto os
saltos em frequiéncia na resposta forcada quanto o surgieicbomponentes harménicas. A solucao
livre também apresenta a variacao da freqiiéncia com a aplita oscilacdo. Este oscilador é um
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modelo muito UGtil para o estudo de vibra¢des ndo-lineares44g], e sera apresentado no capitulo 3.

A pesquisa em vibracdes planares continuou recebendoi@sgtencao por muitos anos [49, 50]
até que o modelo ndo-linear e nao-planar fosse apropriadamaéacado [51, 52]. Estes estudos
finalmente fizeram com que se procurasse caracterizar melferdmeno. Artigos comecaram a
surgir buscando medir as condi¢cfes para o surgimento dag@ies ortogonais a excitacao [53, 54,
55, 56, 57].

Bem no espirito da época, nos anos 1980 ainda buscou-seab®sgimes caoticos na vibracéo
de cordas [58, 59, 60, 61].

Nestes artigos sobre experimentos relacionados a vilsa@ielineares e ndo-planares existem
algumas polémicas sobre existéncia ou ndo de limiares daéneia proxima a ressonancia para o
inicio da excitacdo dos modos ortogonais, bem como da ridadsesde grandes amplitudes para que
as ndo-linearidades aflorem.

2.2.1 Acoplamento

Acoplamento entre osciladores € um fendmeno relevanteersds instrumentos musicais [62].
Uma caracteristica muito importante do movimento de cordaslineares em duas dimensdes, €
justamente a possibilidade do surgimento de acoplamentos modos de vibracdo ortogonais da
mesma freqléncia. Este regime de movimento foi apresept@danand [54] e por Elliot [63, 48],

e pode ser modelado como um regime tipico de um sistema.liRealemos considerar como uma
aproximacao linear de um sistema nao-linear, apesar darssistema linear diferente daquele que
um modelo fisico linear tradicional pode realizar.

Acoplamento linear fraco

Um sistema massa-mola sem perdas, ¢omassas, €é caracterizado porequacoes

N N
k=1

k=1

ondem,, e x,, S&0 as massas e deslocamentos [64, p. 118}, 310 constantes de elasticidade, e 0s
d,;. S0 0S valores normalizados.
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Ao substituirmos pela forma de solucédo conheaiga= A, e/, temos

N
—w? At = dyg Ay’ (2.25)
k=1
(@ + dun) An + > dur A =0, (2.26)
k#n

Estas equacdes formam um sistema de equacdes homogéneurtede por

(d + W) A = 0. (2.27)

Os valores dev podem ser obtidos por uma decomposi¢cdo de auto-valoress Ealores se-
rdo as freqiiéncias naturais de vibracdo dos sistema. Osetai@sA, correspondentes a cada
constituem uma matriA (de elementos!,,;) que nos permite escrever a solugdo como

r=Ap T, = Anipre’tt. (2.28)

Note que estes valores adg sdo complexos. Nossa solugcédo com valores reais pode sga abtn o
uso de frequéncias conjugadas, ou simplesmente pegande agadde uma solucdo com frequéncias
positivas:

x, =R {Ankpke”kt} ) (2.29)

Esta solugcédo pode ser interpretada como sendo uma trarsgf@ondo problema para um espaco
onde temos osciladores independentes com amplitudes edasaminadas pqr,. Estes valores
podem ser determinados a partir das condicges iniciaisedépor exemplo.

No caso de haverem apenas duas massasdcom ds,, temos

d 2 g L
e 2 1A= (2.30)
d12 d11 +w
W 4 2dyw? + d — d2y =0 (2.31)

W = _dll + dlg. (232)

Podemos agora substituir os valoresigeusando os valores fisicos do sistema, que sdo a massa
m, € as constantes de elasticidagle= ¢y = —(k + k,) € c1o = 21 = k,. Esta Ultima se refere
a mola entre as duas massas, realizando o acoplamentolestr&e fizermo&, = 0, teremos dois
osciladores independentes.
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Os valores dod,,, e as freqUiéncias naturais do sistema sao portanto dadas por

k+ k, k,
dig =

diy = — (2.33)

m

m
Y LA ) (2.34)
m m

Ja os auto-vetores formardo neste caso a matriz proporeaiona

11
A= [ » 1], (2.35)

gue séo usualmente chamados de modo diferencial e modo cdeuiioracao.

Os movimentos de cada massa serdo a soma dos modos em um cagbtegio no outro.
Podemos transformar isto em modulagfes de sendides. Roplexe

x1 = sen(wyt) + sen(wat) xg = sen(wyt) — sen(wat) (2.36)
21 = sen (”lg”2t+w1;”2t) + sen (wlngt—wlgw%) Gy = e (2.37)

r] = 2sen <w1 ;wzt) cos <w1 —ngt) Ty = 208 <w1 ;th) sen <w1 —ngt) . (2.38)

Como podemos ver na equacao (2.34), o valot dgelativo ak) € o que determina a diferenca
entre as duas frequéncias de oscilacdo. Para valores m®xiet e k,, teremos duas frequéncias
bastante diferentes, mas de ordens de grandeza proximds. >Sek, ouk — 0, apenas o modo
diferencial sera relevante, e 0 modo comum tendera a um neoxametilineo uniforme.

O terceiro caso € finalmente o que nos interessa aqui, Se 0, dizemos que o0 sistema possui
um acoplamento fraco. Segundo a equacéo (2.34), as frag&émturais serdo muito proximas.
Em (2.38) podemos ver que o resultado sera uma onda de ajteééfreia modulada por uma de
baixa.

A figura 2.6 mostra um caso de acoplamento linear fraco. As thassas se alternam em sua
guantidade de energia total. Quanto mais fraco o acoplamerdior o periodo para que haja a
méxima transferéncia possivel de energia duma massa pateaa Bependendo das condi¢des do
sistema, pode ocorrer até mesmo uma transferéncia toteasagia o caso da equacéo (2.38).

E possivel perceber neste gréafico que no momento em que asidssas tém quantidades proxi-
mas de energia, a que esta perdendo se desloca adiantadegimagamente um quarto de periodo
da que esta ganhando. E costume se dizer que primeira es@ntmi ou “empurrando” a outra,
apesar de ndo ser uma descri¢do acurada.
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1

0.6

Fig. 2.6: Formas de onda de dois osciladores lineares atmgpla

A seguir mostraremos um outro exemplo de acoplamento lfin@ew, e vamos compara-lo com
este exemplo.

2.2.2 Acoplamento paramétrico nao-linear aproximado

No artigo mencionado acima [63], Elliot apresenta uma fédanpara a tensdo em funcéo do
comprimento da corda deformada, depois uma férmula apemarpara a energia da corda em fungéo
da extensao, e por fim deriva equa¢des do movimento utilizaretanica analitica. Estas equacdes
sdo novamente aproximadas para fornecer formulas para in@ioo da corda. Nosso interesse €
em identificar se o sinal obtido de guitarras elétricas pasrmato previsto por elas.

Naquele artigo existe um pequeno erro, sem importancia egendolvimentos tedricos, entre-
tanto. O apéndice A trata desta questao.

O modelo apresentado naquele artigo prevé freqiénciabar@mdnicas e ligeiramente mais altas
do que o previsto pelo modelo mais simples. Mas 0 mais imp@r&que o modelo ainda prevé que
o movimento de cada modo de vibragéo tera a forma de uma elypseima precessao negativa. As
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férmulas seriam portanto

— 2

R 0a0)

1) s ) o) ok o
s - bl e

Ondeu e v sdo dois osciladores que descrevem uma elipse em um espiasesle? é a velocidade
da precessao, com valor negativo. A formulacéo do sistem@ &) explicita a interpretacédo como
um oscilador eliptico em um referencial em rotacao.

As equacdes em (2.42) apresentam 0 sistema como uma siropkesde duas componentes
senoidais, assim como ocorreu no exemplo do par de osadadooplados mostrado previamente. A
figura 2.7 apresenta as formas de onda deste sistema. Assionnzofigura anterior, as duas curvas
sao facilmente vistas como sendides moduladas, e podemebpe ainda que ha uma oscilagéao
regular da energia de um oscilador para o outro.

0.8
0.6 : A

RIS —
1

o8} ]

Fig. 2.7: Formas de onda dos osciladores acoplados de faoihnear

A diferenca entre este caso e o0 anterior é que ndo podemomeerelacao de fases tdo simples
como antes. Se analisarmos a defasagem local no momentoeeas @nergias dos dois osciladores
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se igualam, vamos ver que ora os osciladores estao em faseemdase invertida, ao contrario do
outro caso em gue a cada instante o defasamento era de apegaarnto de periodo.

Estudar a trajetéria no espaco de fases dos dois sistenti@srajuito a compreender a natureza
de ambos. No primeiro caso, do grafico a esquerda na figurde2®s o sistema convencional.
O sistema esta inicialmente vibrando principalmente necéim de uma das massas, com uma leve
vibracdo em fase na outra massa. Gradualmente a trajegdtiarsforma em uma elipse, que se
fecha até que a trajetOria se aproxima apenas da direcadrdanmassa. Depois disso a trajetoria se
abre novamente em uma elipse, mas girando no sentido oostdra ocasido. Quando inicialmente
uma das massas esta parada, a elipse se torna um circulogdtiis momentos em que a trajetoria
se concentra em apenas uma das massas.

A trajetoria no espaco de fases do oscilador acoplado n&aslinente mencionado aqui esta a
direita na figura 2.8. Esta trajetéria € limitada interna em»amente por circulos, ao contrario da
outra que € limitada por um quadrilatero. A oscilacdo possua direcdo de maior importancia
gue comeca alinhada com um dos eixos, depois aponta pargandigrincipal, para o outro eixo,
diagonal secundaria, e enfim aponta novamente para a dolegéigo inicial.

A curva obtida por uma oscilagéo eliptica em precessaoiygibde ser mais familiar para
alguns. E uma curva geralmente comparada com uma margéi@sta curva do nosso gréafico é de
construcado similar a de quando se desenha um pentagramalmante, com um traco continuo.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.204060.8 1 -1 -0.8-0.6-04-0.2 0 02040608 1

Fig. 2.8: Espaco de fases de um oscilador linear usual, e afgrogima o acoplamento ndo-linear.

Apesar de ter sido deduzida a partir de um sistema dinamicoeguacoes diferenciais nao-
lineares, esta solucao pode ser obtida com um sistema. lisdarma da solucéo sugere isto, sendo
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constituida por diferentes somas de sendides de duas firdg&ié Por outro lado, a relacao entre
as curvas e a trajetoria no espaco de fases ndo parecem malirés, como pudemos observar ao
comparar este modelo com o exemplo de acoplamento lineesexgado na subsecédo anterior.

A explicacdo para isto € que apesar das duas trajetoriadadds serem reais, um sistema desta
forma precisa ser baseado em auto-vetores imaginériosord&erarmos o formato das equacdes
(2.42), os auto-valores precisariam ser proporcionais a

1
A= 7. (2.43)
7 1
Se tentarmos encontrar as grandezas fisicas de um sistenasdas e molas com estes auto-vetores,
vamos encontrar valores complexos. Portanto trata-se dg@stema complexo que possui solugdes

reais.

2.2.3 Funcionamento da guitarra elétrica

As guitarras elétricas surgiram junto do desenvolvimeateldtronica, buscando atender ao de-
sejo de violonistas em tocar para audiéncias maiores. Dasta resultaram inventos como os Vi-
ol6es metélicos de Dopyera e Beauchamp [65]. Este ultims taaile iniciou a fabricacdo de ins-
trumentos como a chamadflging pan de 1931, e sua empresa posteriormente tornou-se a notoria
Rickenbacker. As guitarras de Les Paul e Leo Fender vierarogpadepois.

E importante ainda citarmos o trabalho pioneiro dos briasdéodd e Osmar. A dupla foi inspi-
rada pelo violdo amplificado que viram em uma apresentac8ededito Chaves. Dod6 era técnico
em eletrbnica, e juntos eles fabricaram o champao elétricoem 1942. O famoso trio-elétrico
decorreu deste trabalho [66].

O movimento das cordas da guitarra é amostrado pelo dispositnhecido coma@aptador que
gera o sinal que é entdo amplificado para a criacdo de ondsscast O captador € composto por
um ima permanente com uma bobina enrolada em volta. O imé gara formar um pequeno dipolo
magnético em cada corda, na regido logo acima do captadoa gBa uma guitarra funcione, é
necessario que suas cordas sejam feitas de material feynétzo.

A bobina atua como uma antena. Quando a corda se deslocaepaalperpendicular ao plano
do corpo da guitarra, o campo devido a magnetizacdo da cartina regido onde se encontra a
bobina, provocando uma variacdo de fluxo magnético, e umseqdente inducao elétrica. O sinal
gerado pelos captadores é portanto proporcional a velbeickam que a corda esta se deslocando na
direcéo perpendicular ao captador [67, 68, 69].

O captador possui uma funcdo de transferéncia imperfeitaitasl guitarras contém ainda um
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filtro passivo varidvel, além de um potenciémetro para obertra intensidade do sinal gerado. Estes
elementos, além do amplificador, influenciam significatieate no som da guitarra [70, p. 105-
107][71, 72]. Algumas guitarras possuem ainda os chameajmtadores ativadbaseados em eletro-
imas, podendo ainda possuir pré-amplificadores internos.

Existe muito pouca literatura académica a respeito de rgastaelétricas e de seus captadores.
Apenas um dos livros sobre a fisica da musica e acustica ltatss por nés dedicou-se bem ao
assunto [70]. As outras referéncias sao geralmente trabalira disciplinas universitarias e paten-
tes [73, 74].

2.2.4 Vantagens da guitarra elétrica para a pesquisa

Instrumentos acusticos geralmente possuem fortes aceptamentre a corda e o corpo do ins-
trumento, além de complicados filtros lineares entre o pontie o sinal é transmitido pela corda até
os ouvidos dos espectadores. Isto pode dificultar muito Bsarde sinais de instrumentos de corda
para se tentar, por exemplo, determinar a maneira exata gem cprda foi colocada em movimento.
Um artigo até demonstra pessimismo quanto a possibilidade goder determinar de uma gravagéo
de violdo a informacé&o do ponto exato onde o dedo de um vitlpuxou a corda [36].

A reverberagéo pode ser muito relevante em uma gravacasutenrentos classicos feita com
microfones. Ela pode ser muito dificil de lidar em analisegcés, ndo apenas por ser um filtro
linear muito complicado. A reverberacdo de uma sala mugasyvaria sutiimente no tempo, o que
pode arruinar mesmo uma tentativa de lidar com ela de maesicgastica, realizando-se muitas
amostragens de um mesmo sinal [75]. Devido a esta dificuldgademum estudar-se instrumentos
acusticos em salas anecoicas.

A guitarra elétrica ndo possui nenhum destes problemas/osa instrumentos tradicionais. Seu
sinal ja vem naturalmente de um transdutor eletro-mecagis® poderia ser a solucdo para superar
alguns daqueles problemas citados. Assim séo dispensadasrofones e 0 uso de salas especiais.

A maior rigidez na fixacdo das cordas significa também quead captado deve ser mais proximo
do teorizado, com menos acoplamentos mecéanicos, e memagéiis. Isto implica em um sinal
menos distorcido, com menos parametros livres a seremadiggipara ajustar o sinal gravado a um
modelo tedrico.

2.2.5 Inducéo nas cordas

Além da captacao normal que é feita na guitarra, € possitraiexm sinal elétrico de outro ponto.
Quando a corda se desloca pelo campo dos imas dos captadolesgcdo paralela ao plano do corpo
da guitarra, uma tenséo € induzida nas extremidades dasscdeste sinal pode ser amplificado e
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utilizado se os imas forem suficientemente fortes.

Este fendbmeno é relativamente bem-conhecido, apesar @e pgplorado [70]. Neste trabalho
mostramos como ele pode ser extremamente Util na captagiiowdmento da corda da guitarra na
direcdo ortogonal aquela que é relevante para os captadstes10s permite estudar a guitarra em
um nivel de detalhe maior, sem precisar recorrer ao uso delmatos sensores de posicdo. Nos
trés artigos encontrados por nos que relatam experimeotoyibracdo de cordas, um utilizou uma
ponte eletro-mecanica [43], e outros dois utilizaram sexssopto-eletronicos [61][57].

A figura 2.9 ilustra afinal todas as varidveis relevantes essmdrabalho: A posicdo em que a
corda foi tocada, a posicéo do captador, as tensdes indyzittzs movimentos nas duas direcdes, e 0
campo magneético aplicado na corda, que mais rigorosameweid ser desenhado como um dipolo.

I
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Fig. 2.9: llustragdo das variaveis relevantes.

2.3 Experimentos

Os experimentos realizados foram duas analises de diésrpattes do sinal adquirido da guitarra
elétrica. No comeco hd uma boa aproximacdo do sinal ao mdidekr. Depois disso ocorrem
transitorios ainda ndo muito bem explicados. Ha enfim unogderimais tardio da vibracdo onde é
possivel detectar modulacfes como as descritas na se¢ao 2.2
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2.3.1 Inicio da nota

A anélise de um trecho curto e inicial de uma nota € importpoteser muitas vezes tudo a que
se tem acesso em gravacdes de musicas convencionais.

O principio de uma nota tocada por um musico é geralmenteadhaate “ataque”. No modelo
ADSR (ver apéndice B) a amplitude é elevada gradualmentatiagfir um pico, de onde o sinal de-
cai. Nao pudemos observar algo como um ataque gradual ressquet gravamos. Isto era esperado,
ja que o modelo matematico prevé simplesmente que ao saiteida ela deve entrar em movimento
periédico imediatamente, j& no periodo da nota que se clm@asustentacgmu talvez ja ode-
caimento Os periodos dataquegraduais observados em instrumentos acusticos surgeihodzvi
passagem de um sinal de entrada de inicio brusco por um fifearlcom resposta a impulso ampla,
0 que atenua o inicio da nota.

SO deveriamos esperar algo como um ataque se houvesseschitnaespostas a impulso longas
no caminho do sinal. N&o é o caso de uma guitarra ligada diegtee a placa de som adquirindo o
sinal. A figura 2.10 traz a forma de onda obtida de uma gravem@o esta. Podemos ver que a onda
apenas surge bruscamente. Vemos também que o formato dd@edria lentamente, indicando
gue existem ou freqUéncias levemente ndo-harmoénicas, dulagbes. Neste grafico, e nos outros
onde formas de onda sdo apresentadas, a amplitude estaratkca velocidade da corda no ponto
analisado por uma constante de ganho que depende de faiore®anomento magnético da corda,
0 acoplamento com o captador e o ganho do amplificador. Esteogado foi determinado nos
experimentos.

O formato teorico da onda deveria possuir apenas impulsasgelares de amplitudes opostas e
mesma duracgdo, separados por momentos de intensidadénptacessamento deste sinal tedrico
por um filtro passa-altas de baixa freqiiéncia de corte seiapaalo formato gravado, como podemos
ver na figura 2.11.

O espectro das primeir&s192 amostras desta nota estd na figura 2.12. Foi utilizada ure&jan
de Hamming [76], e a taxa de amostragem erd&leHz. A qualidade da gravacao foi muito boa:
para32.768 amostras € possivel distinguir até cerca de 30 componesgesteais no grafico. Apenas
a partir dos4 kHz parece haver um ruido branco sobrepujando o sinal. A figuitrenainda um
envelope espectral teérico, ajustado manualmente. Ompi&@s encontrados foram préximos dos
valores das distancias da posicao do captador e do pontoemaprda foi puxada.

Mesmo nesse nivel de resolucéo espectral ndo foi possivietaepicos duplos, o que indicaria
haver modulacéo das frequiéncias componentes. Para estecgrpontos, a resolucéo é1dés Hz,

0 que significa que s6 conseguiriamos detectar com claredalagdes de ao menos cercadéz
ou4,5 Hz. Na sec¢éo 2.3.2 veremos que ha de fato modulacdes de menidgricza.

Para medir as frequiéncias e amplitudes das componentesgtasacdo, ao invés de realizar
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Fig. 2.10: Trecho inicial de uma nota de uma guitarra.
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Fig. 2.11: Onda original e ondas sintéticés~ C' ~ 0,25.

uma DFT e selecionar picos, utilizamos o algoritmo SNTLNe(agice C). O trecho utilizado para a
modelagem foi d200 amostras({(,1 s, aproximadamentg periodos da onda). Ao reconstruir a onda
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Fig. 2.12: Espectro do principio da onda gravada, e filtradepajustado manualmente (amplitude
em decibéis).

a partir das frequéncias e amplitudes encontradas, oldvema SNR dé4dB neste trecho.

A figura 2.13 mostra a onda original, e o erro em relagdo a ostipuéada, extrapolada para
mais amostras. Podemos ver um aumento gradual deste ruffiee sugere que o ruido possui
componentes senoidais proximas das componentes do mddeloegido do treinamento o erro €
naturalmente pequeno, e € possivel observar que nao segrataruido branco, mas de componentes
harmoénicas que néo foram levadas em conta. Na secéo a saguis demonstrar melhor que o sinal
€ de fato composto por senodides com modulacdes lentas.

2.3.2 Observacao de acoplamentos e meio da nota

Nas gravacOes realizadas amostramos os dois sinais daguitalos captadores, e a inducdo na
ponta das cordas mencionada acima. Para amostrar o sinedjkaslores foi utilizado um circuito
com um amplificador operacion@PA134[77]. Para o sinal da extremidade da corda, utilizamos
ainda um amplificadolNA114 com um ganho d84dB (50 vezes). Consideramos utilizar a en-
trada diferencial do amplificador, mas isto ndo foi posgieetjue as cordas séo aterradas a ponte da
guitarra.

A figura 2.14 ilustra a montagem do experimento. A linha meisga acima é a corda da guitarra.
Abaixo se localiza o captador, com seu ima interno. Um oumi@® mais forte cria um campo em
outra parte da corda. Uma das extremidades da corda esttatex a outra € ligada ao amplificador
diferencial, em série com outro de ganho maximd @evezes. Este é ligado enfim a placa de som
do computador para a gravacao dos sinais. O captador tandssmi jpm terminal aterrado, e 0 outro
ligado a um outro amplificador similar ao secundario ja mamailo.

Na figura 2.15 podemos ver a regido do espectro relativa esitemodo de vibracdo de um dos
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Fig. 2.13: Onda original, e erro de modelagem utilizandopanentes ndo moduladas.

sinais obtidos, mais de dez segundos depois do inicio daeotan periodo de dez segundos. Nesta
gravagdo mais longa, e num regime de vibragdo mais regylagsvel observar a existéncia de dois
picos muito proximos, a aproximadamenfiéHz de distancia.

Foi realizada uma medicéo das frequéncias componentesréggio do espectro utilizando o al-
goritmo SNTLN. Primeiro aplicamos um filtro ao sinal paraes@nar apenas esta faixa de frequén-
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Fig. 2.15: Terceiro pico do espectro do sinal obtido.

cias, utilizando um filtro que sera descrito adiante. Pahazie o volume de dados sendo processados,
realizamos uma modulag&o do sinal por uma sendi@d@#z, para realizar uma translagéo do sinal
no espectro, e a seguir utilizamos a DFT para criar um sinatendo apenas a faixa @e- 30 Hz.
As frequéncias dos picos encontradas com o SNTLN, considerse as transformacgdes necessarias,
foram de255,31Hz e 255,73Hz.

Utilizando o método de Prony [78], utilizamos estas fregigsimedidas para realizar uma re-
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construcdo no dominio do tempo da forma de onda desta m@mnponente filtrada. A relacdo
sinal-ruido conseguida foi de apenas aproximadamghiB. O residuo desta modelagem néo foi
um ruido branco, mas sim componentes senoidais ndo modelddguadamente.

Uma boa forma de enxergar a modulacdo dos modos é realizadecoanposi¢cédo do sinal no
dominio do tempo utilizando um banco de filtros projetadapsaolar cada uma das frequéncias
componentes, assim como ja realizamos com esta Unica cemiedi@9, pg. 44]. Esta técnica emula
o funcionamento de equipamentos antigos como sismogréfdmnco utilizado aqui foi composto
por filtros FIR projetados com fun¢céesic moduladas, e com suavizacdo de Lanczos [76]. Cada
filtro foi centrado na frequéncia estimada dos harmonicos .

A figura 2.16 mostra as saidas do banco para o principio daanatsada. Aqui finalmente ve-
mMos uma comparacao entre o sinal obtido do captador e dasedérdes da corda. O eixo horizontal
€ o0 tempo, e o vertical € simplesmente a amplitude dos siAgisaidas do banco para cada fonte
estdo umas sobre as outras: as curvas mais claras, as eeppeam cada frequéncia, sao as obtidas
do captador. As inferiores, mas escuras, sdo do sinal denextade da corda. Os sinais foram deslo-
cados para permitir uma boa visualizacdo de forma que cad#emnais relativo a cada freqiéncia
ficou em torno do niumero daquela parcial. As amplitudes dea sawl foram normalizadas para
tomar toda a faixa disponivel.

A figura 2.17 é similar a anterior, mas o trecho analisadodalelz segundos tomados a partir de
mais de dez segundos do inicio da nota. Neste grafico o meamho @@ aplicado a todos sinais,
ajustando o sinal com a maior amplitude (o inferior do teoceiodo) para o intervalo maximo.

Na figura 2.18 podemos ver o espaco de fases desenhado pslesdss obtidos. Foram seleci-
onados pequenos trechos ao longo de dois segundos comivmbgetvaliar a evolucdo da trajetoria
eliptica local no espaco de fases. Cada trecho foi colocagidemcialmente, em ordem de leitura.
O ponto indica o final da trajetoria para aquele trecho. Os dimais foram normalizados, o que
nao influencia na avaliagéo da dinamica. Como podemos vstea@ecaimento da amplitude, inver-
sdo do sentido de rotacéo, variacdo da razao de aspect@sk, €iainda uma precessao de sentido
constante.

Foram realizadas ainda medi¢cbes da frequéncia de vibraggdeequenos trechos do sinal ao
longo do tempo, utilizando novamente o algoritmo SNTLN efsbcesso foi similar ao da criacdo
de um espectrograma [80]. A figura 2.19 mostra a variacacedééncia e amplitude dos dois modos
transversais para a primeira freqiéncia, a partir do giocie uma nota gravada. Podemos observar
o decaimento gradual da freqiiéncia com o tempo. A variagéstaada, d87Hz a86,2Hz, € menor
do que o intervalo de um quinto de um semitdr%izg(vezes).

Esta variacdo de frequéncia encontrada € coerente com umsanoedicdo relatada na litera-
tura [81]. Também pudemos observar o decaimento da fre@léocterceiro modo. O segundo
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Fig. 2.16: Componentes moduladas do principio de uma nota.

modo entretanto ndo apresentou variacao significativeedééncia.

2.4 Conclusodes

Em primeiro lugar demonstramos a possibilidade de se esulgiacoes de cordas com uma
guitarra elétrica apenas adquirindo os sinais geradoslaaoen amplificadores simples e um mi-
crocomputador. Isto contrasta com o0s experimentos reaszaom instrumentos acusticos, onde a
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Fig. 2.17: Componentes moduladas a mais de 10 segundosd@ppride uma nota.

instalacdo adequada de sensores e 0 uso de uma sala adeayasaagravacdes sdo muito importan-
tes.

A anélise da forma de onda e espectro do trecho inicial de wavagfo de uma nota apresentou
caracteristicas proximas ao previsto pelo modelo tedrigis simples, entretanto ndo foram realiza-
dos testes numéricos rigorosos da acuracidade do modadentds verificar apenas a variacao das
intensidades dos modos de vibragéo no tempo, o que invalidamdelo mais simples para periodos
longos. A aplicabilidade do modelo de d’Alembert, mesmomam@ um curto trecho do sinal, tornara
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Fig. 2.18: Trechos da trajetdria no espaco de fases obtidaop@rceiro modo.

possivel a determinagdo de variaveis relacionadas awstd sistema, como a posi¢ao do captador
utilizado, e dos pontos da corda em que o0 guitarrista a preadxcitou. Esta andalise seria similar
a uma existente na literatura, feita com um violdo [37], ezéd®mel esperar que o sinal de guitarra
ofereca melhores condigdes.

Pudemos constatar que algumas das componentes senoislgisaie gravados sofrem modula-
¢Oes lentas com o tempo, e ainda ocorre uma diminuigéo d#éineca com o tempo, mais acentuada
no inicio da nota. Sao estas caracteristicas do sinal quetsmge um dia poder medir com precisao
para servir de parametros para sintetizadores de sons @ergsi[36, 81]. As modula¢bes lentas
das componentes senoidais, além dos decaimentos expaises&d uma caracteristica pouco explo-
rada em sintetizadores. Acreditamos que a importanciafédsedestas variagoes de frequéncia e
modulac¢des na percepc¢éao do timbre precisam ser melhoadaali

Por ultimo, demonstramos com sucesso que com um simplesdinoento de amostrar a tensao
induzida nas pontas de uma corda de guitarra em movimentaioofma adequadamente posicio-
nado, além da tenséo induzida no captador, podemos obéés sétacionados a vibracdo da corda
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Fig. 2.19: Medicoes de frequiéncia e amplitude para o promawdo no inicio de uma nota.

em duas dimensdes.

Este par de sinais pode ser futuramente estudado para camdprenos melhor o fendbmeno da vi-
bracdo da corda, nos permitindo modelar melhor efeitos @smodulacdes e variacdes de frequén-
cia. Os sinais amostrados por n6s ndo seguem exatamentenasaf® preditas pela teoria [63], onde
a area da elipse formada no espaco de fases seria propbmziena velocidade de precessdo. E
necessario encontrar um modelo mais detalhado que poskzaegincoeréncia entre nossas gra-
vacoes e a teoria. Em especial, € preciso realizar uma needdgquada da rigidez com que sao
fixadas as extremidades da corda da guitarra, e sua relagéo owvimento. E necessario também
desenvolver uma maneira de modelar com mais precisdo asawdo como uma soma de sendides
para testarmos efetivamente a aplicabilidade deste modelo



Capitulo 3

Cordas em vibracao forcada

Além de estudar o comportamento de um sistema agindo livrengepartir de um certo estado
inicial, como fizemos no capitulo anterior, uma outra forre@bdter informagdes sobre um sistema &
estudar sua resposta quando certas variaveis possuemsvditisde entradgue sdo determinados
por fontes externas ao sistema.

Em sistemas lineares as respostas forcadas sao sempremormasadas de convolugdes dos si-
nais de entrada por funcdes ditaspostas a impuls&e uma onda senoidal for aplicada a um sistema
linear, todos sinais mensuraveis do sistema serao serdedessma freqiiéncia, com defasamentos
e amplitudes relativas Unicas e fixas para aquela frequénpicifica, determinados pelas chamadas
funcdes de transferéncia [82].

No capitulo anterior j& pudemos observar que o comportamintma corda vibrante se desvia
do previsto por um modelo linear. Isto ndo é evidente se dersimos apenas as modulacdes len-
tas constatadas, mas é inegavel ao considerarmos o detaidasrfreqiéncias de oscilagdo com o
tempo.

Neste capitulo relataremos um experimento onde observacmsportamento de uma corda vi-
brando em regime forgado. O objetivo € observar que nogsorsiem estudo pode de fato apresentar
caracteristicas que claramente ndo sédo coerentes comantidehres.

3.1 Modelos matematicos

3.1.1 A corda como oscilador nao-linear

Como ja& pudemos mencionar no capitulo 2, a variagdo da teneéanica na corda devido a
variacdo de seu comprimento quando € deformada torna onsistéo-linear. A consideracao do
problema completo leva a expressfes matematicas comgicemmo a equacao (2.23).

39
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Ao analisarmos o0 modelo linear de uma corda vibrando em uneuke modos de ressonancia,
€ Util estudar um sistema correlato onde uma massa condargraporcional a massa da corda €
ligada a dois suportes rigidos através de duas cordaszdéasi, sem massa e com tensdo constante.
Inspirado por este processo, podemos realizar uma sinagiitcsemelhante do modelo ndo-linear
completo de uma corda. e considerar a sua vibracdo em um neagésgsbnancia como similar a uma
massa presa por duas cordas de tensao variavel. As caticasrieste sistema simplificado devem
ser semelhantes ao que se observara em uma corda real.

A figura 3.1 ilustra o processo de simplificacdo que estambzamido. No caso da corda linear
€ possivel demonstrar que cada modo funciona como um osciladependente cujos parametros
podem ser obtidos de parametros do sistema real (massatartessle elasticidade e atrito). O que
estamos assumindo € que de forma semelhante podemos estdddreqiéncia de ressonancia de
uma corda nao-linear como possuindo o comportamento de citad® nao-linear, com uma massa
concentrada e funcao de elasticidade similar a o que sevabsercordas.

f(x)

Fig. 3.1: Corda real vibrando em um modo de ressonéancia, elmodm massa concentrada.

O que se faz durante o estudo do modelo linear da corda é eoasigste sistema com uma
massa concentrada e tensao constante, e aproximar a fun¢éa atuando sobre a massa como
um polindmio de primeira ordem.

No caso da tensdo constante, a fof¢a) exercida na massa pelas cordas elasticas em funcgéo
do deslocamente@ em uma direcéo transversal depende apenas da inclinag&oosntetores de
forca sobre a massa. Se a tensao for variavel, a funcéo ficaouoo pnais complicada. Conside-
rando a elasticidade proporcional a deformacéo relativaensio a partir da corda nao-tensionada,
encontramos a formula

F2) = —2ka + Kl —— (3.1)

l2
2 0
7+
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ondel,. é o comprimento original da cord,é o comprimento da corda tensionada (distancia entre os
suportes) & = 2AFE/l,, ondeA € a area de se¢éo da cord& ® modulo de elasticidade de Young.
A aproximacdao por série de Taylor desta funcéo sera

Fla) = —2 [TO (g) +AE (2)3 . gAE (2)5 + - ] (3.2)
a:% TOZAEZOZ_Z’”. (3.3)

Os termos de maior poténcia serao relevantes apendsssuficientemente grande em compara-
¢éo aly. A intensidade da parte ndo-linear da formula (termos derord 3) também é tao relevante
guantoT; for pequena. Isto ocorre quangcé muito proximo de,. Note que quandf, = [, temos
Ty = 0, obtendo uma fungé&o de forga muito n&o-linear.

A diminuicdo das imperfei¢cdes na vibracdo de cordas com eeatorda tenséo € algo ja bem-
conhecido. Pianos com cordas mais longas podem ser afinacfosiaiores tensées, o que melhora
a harmonia entre as parciais, geralmente pela amenizags&ifaltos da rigidez a dobra [83].

Um fato importante sobre a equacgédo (3.2) é que a funcado de hég-linear é do tipo “dura”,
aumentando além da aproximacao linear para valores grdededuitas vezes em cursos de fisica,
ao se apresentar a equacao de d’Alembert, a tenséo € cadlsidemstante e uma fungao trigono-
métrica que aparece na férmula da forgca é aproximada por limbpoo de primeira ordem. Este
modelo seria muito errado para grandes amplitudes, posja@proximacao consideraria uma forca
de retorno “mole”. Esta caracteristica € encontrada panpkeno classico problema do péndulo,
onde o periodo da oscilagdo aumenta com a amplitude.

No limite deste modelo onde a tenséo é constante e a fungédodrmétrica é tomada como fonte
da ndo-linearidade em grandes amplitudgés,) — 27, quandoxr — oo, enquanto que no modelo
correto a férmula tende a se aproximar de um polindémio degraordem.

3.1.2 Equacao diferencial

Estabelecida a funcao de forca de restauracao nao-lineersge sistema, podemos agora escre-
ver a sua equacao diferencial:
I+ i+ f(x) = Fcoswt. (3.4)

A forca elastica é unica ndo-linearidade deste sistema. litra modificacdo que se realiza em
alguns casos € a consideracdo de um fator de decaimedépendente de [47]. A excitacdo
considerada aqui é simplesmente uma for¢a senoidal detadgdi e freqiiéncia angulas.

Por serem intrinsicamente mais dificeis de analisar,ramsendo-lineares como o desta equacao
levaram mais tempo para serem melhor compreendidos do denosepara sistemas lineares. Além
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das dificuldades algébricas, sistemas ndo-lineares s&odinairsos, e as descobertas feitas em um
caso nem sempre ajudam na pesquisa de outros.

A descoberta de atratores estranhos e regimes caoticostemas dinamicos nao-lineares atraiu
a atencdo de muitos cientistas para o campo. Como resuitaitos associam regimes caoticos com
sistemas nao-lineares, e regimes quasi-periddicos apemasistemas lineares, deixando um pouco
sem atenc&o o caso de sistemas néo-lineares em regimepes@dicos. E este tipo de regime que
estudaremos aqui.

Se comparado ao modelo mais preciso que poderiamos yj#izaalizamos até aqui as seguintes
simplificacdes:

» Estamos considerando apenas um modo de vibracdo, seramenpbs com outros modos.

» Estamos considerando uma for¢a de retorno que néo € exdtaague ocorre em uma corda
durante uma vibracdo normal. Entretanto, ela ainda é unga fdura”, e depende de fatores
fisicos sabidamente relacionados ao surgimento de feras@do-lineares, como a tenséo
inicial da corda e amplitude relativa ao comprimento da&ord

» Estamos considerando apenas uma excitacao senoidalgdériea proxima ao modo de vi-
bracdo em estudo. Este sinal ndo nos permitird avaliar todalidade da dinamica da corda
de uma guitarra. Nosso objetivo, porém, é apenas realizaxperimento que revele a neces-
sidade de se considerar fenbmenos nao-lineares. Apesar gaidamente uma simplificacao
de um modelo mais detalhado, nosso modelo ainda é mais agtadio que o linear.

Nosso objetivo é considerar o0 modelo ndo-linear mais sinptessivel para nosso sistema, e
tentar detectar fendmenos previstos por ele que ndo seplinagos por modelos lineares.

3.1.3 Oscilador de Duffing

Como ja mencionamos, ao estudarmos osciladores com foeceecdperacdo nao-lineares vi-
brando em amplitudes pequenas podemos fazer uma aproximagdncéo da forca como uma série
de Taylor, e considerar apenas uma aproximagao linearxgan@o. Também podemos considerar
uma aproximacgao polinomial de baixa ordem. No caso de unga B¥métrica a menor ordenBéo
que resulta em uma férmufz) = ax + B32°, coma > 0. Quanda3 > 0, temos uma mola “dura”,
gue fica mais forte para grandes extensoes, e/pard, a mola é “mole”, tornando-se mais fraca.

Este sistema com forca de retorno simétrica polinomial deraB foi investigado por Duffing,

que fez a primeira contribuigdo significativa para seu esfdd, cap. 4]. Ele desenvolveu um método

fExistem sistemas com < 0, mas isto ndo nos interessa aqui.
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3.1 Modelos matematicos
iterativo para buscar a solucao da equacao diferenciastieondo uma equacao onde o lado direito
se assemelha a um simples filtro linear de primeira ordeni éa perdas), e as parcelas restantes

(3.5)

vao para junto da forca externa:
Frg1 + W ny1 = (WP — @)z, — B2 + Fcoswt
(3.6)

x1 = Acos(wt).

A primeira aproximacao é uma senoide com amplitdd€ada resultado intermediario possui mais
harménicos, gerados pelo termo cubico. Pode ser provado mseiltado tera apenas cossenos.
N&o vamos entrar em maiores detalhes sobre o processo. Ais@do@presentada por Duffing
leva a equacdes onde a amplitude de cada termo dependeed#ew de maneiras nao-lineares.
Utilizando um artificio matemético sem significado fisidetb, a freqiéncia também é colocada em

funcdo desta amplitude. Isto permite interpretar melh@saltado.
E possivel determinar para este oscilador uma funcéo siasituncdes de transferéncia de siste-

mas lineares. Esta func&o pode ser obtida a partir do queaegiacdo entrd e w no caso linear,
(3.7)

3 F
2: < A2_
w a+46 T

deformando-a. A partir da seguinte a relacdo encontradByibing:

plotamos no primeiro gréfico da figura 3.2 a relacdo eAteav? considerando sé as duas primeiras
parcelas de (3.7), e arelacéo considerando so a Ultimadg@akcprimeira curva € a parabola a direita.

As outras curvas séo hipérboles, devido’a= —F'/ A, para diferentes valores d&
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Fig. 3.2: Construcédo das curvas de resposta em frequéncia.

O grafico a direita da figura 3.2 é simplesmente a soma da parénm as outras curvas, consi-
derandoA como a abscissa. O resultado sdo curvas que atendem a r@aadPor fim, se agora
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tomarmos o médulo da amplitude, e plotarmos o grafico em fuded ao invés de.?, teremos
como resultado a figura 3.3.

1.2

Amplitude

0.4~

0.2}

Freqiéncia
Fig. 3.3: Respostas em frequéncia do oscilador de Duffing@osn0.

Este grafico se assemelha com o que se esperaria num ostitte@oy porém com o pico de
ressonancia entortado para a direita. No casa 0 a distor¢ao seria para a esquerda. Podemos
imediatamente observar as diferencas com relacédo ao ces.liNuma funcéo de transferéncia
convencional temos apenas um valor possivelideara cadav, e a variacdo dé’ apenas altera a
escala. O que observamos aqui é, em primeiro lugar, que niudas fornece curvas diferentes.
Em segundo lugar, pata suficientemente grande nds temos até trés valores glee deveriam ser
validos. Isto imediatamente nos impede de poder dizer ddiateequal sera a amplitude registrada
uma vez que saibamos a forca e a frequéncia aplicadas.

Na pratica, a curva com valores intermediariosAddado representa estados estaveis. Ou seja,
feita a excitagdo com uma frequiéncia suficientemente alistjréo dois modos de vibragdo em que
o0 sistema podera operar.

Se considerarmos uma parcela de perdas na equacao dié¢ragoiteremos mais a extensao ao
infinito que representa o caso de ressonancia. A curva taucartinuamente a regido da ressonancia,
formando ainda uma concavidade. Isto impde um limite ddifagia superior para a regido com dois
modos de vibracao possiveis. Assim tanto para baixas gpandcaltas freqiiéncias teremos apenas
um modo possivel, como no caso linear. A diferenca surgiedbapao cruzarmos uma das duas
freqUéncias limiares proximas ao pico de amplitude.
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A transicdo de um modo de vibragdo para o outro, quando évehss$ta relacionada com uma
area de estudos dentro da teoria geral de sistemas dinacthensada teoria das catastrofes.

Uma boa forma de interpretar a construcdo desta curva desteaspm freqiiéncia é reescrever a
equacao (3.7) como

A® (gﬁ) +A(a—w?) —F=0. (3.8)

A curva é desenhada pela posicéo das raizes de um polinémiogara diferentes valores de As
regides com solucdo Unica sdo aquelas em que um par dassaipesam complexas.

O experimento que realizamos é tradicionalmente feito cese épo de sistema. Trata-se de
medir a amplitude enquanto se varia lentamente a frequée®acilacao pela regido da ressonancia.
Desta forma se pode observar a passagem de um modo de vipaagao outro quando o sistema
passa de ter duas solucdes possivel para apenas uma. Sedirnoticlicamente, cruzando os li-
miares, vamos observar uma histerese no processo. Quanihaiaimos a frequéncia, observaremos
amplitudes de valores menores do que quando utilizamosmaafesqléncia anteriormente [51, fig.
1].

3.2 [EXxperimento com a resposta forcada

3.2.1 Montagem do experimento

Ao considerarmos estudar a resposta forcada em uma cordatdeaelétrica, procuramos por
uma forma simples de atuador para excitar o sistema, e dexsdiestar a forca provocada por uma
corrente elétrica passando sobre um fio metalico em um canmagoético. Este fendmeno é hoje
entendido através da forca de Lorentz, mas € conhecido desatmiloxviil [84, Art. 489].

Este método para a excitacdo de cordas € bastante comunenagutia, sendo utilizado pela
maioria dos artigos estudados por nos [57, 60, 43]. A Unica@do utilizou um atuador colado a
corda [61]. Todos estes artigos investigam entretanto ragéto de cordas de maneira genérica, em
aparatos construidos para isto. Nao encontramos na litereglatos de um experimento como o
nosso, medindo a resposta forcada nas cordas de uma guitarra

Afigura 3.4 traz um esquema da montagem do experimento. Owtadygy gera um sinal senoidal
gue é ligado a um amplificador de poténcia cuja saida € ligaga@midade da corda presa ao braco
da guitarra. A outra extremidade € aterrada, fazendo passarcorrente elétrica pela corda. O
im& cria um campo que faz com que o trecho da corda sob o carjgfosgdo em movimento
transversal. O captador funciona normalmente, e seu siadbéirido pelo mesmo computador
utilizado na geracéo do sinal de excitacao.
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Fig. 3.4: Montagem do experimento para estudo da vibrac@omk forcada por uma senoide.

3.2.2 Testes para o projeto do atuador

Para utilizar este método foram feitos antes testes pagandietar a intensidade de corrente que
seria necessaria. Antes de mais nada, medimos as resastéfétricas das cordas, e o valor encon-
trado para cada uma delas foi de aproximadament@, apesar da variagéo de diametro.

Testamos entdo aplicar pequenos pulsos de corrente, iganduas extremidades de uma corda
a baterias dé V e a fontes com limitagéo de correnteldeé A. Nenhum efeito foi observado nestes
casos. Até entdo, contdvamos apenas com 0s campos magaécionds dos captadores, que além
de terem se provado muito fracos para esta aplicacdo, possdesvantagem de serem geralmente
mais de um em cada corda, criando um campo complicado sa®e Elpossivel que captadores
ativos sejam capazes de criar campos fortes o suficienteg@sécnica.

Provou-se vantajoso afinal o uso de um forte ima de neodiméoqoiar o campo magnético. O
ima utilizado por nds possuia formato de ferradura, e ainglademos a ele uma pequena chapa de
metal ferromagnético, formando uma fenda de aproximadetehmm com campo supostamente
uniforme, onde pudemos posicionar a corda. Além de prodmmzicampo forte e concentrado, este
im& pode ainda ser colocado em diferentes posi¢cdes sobrda @sec¢do do ima possui@ mm
de largura ao longo da corda] &0 mm na direg&o ortogonal.

Com este ima é possivel sentir com os dedos um leve empurcdoataao aplicar uma fonte de
tensdo apropriada. Baterias@¥ parecem possuir uma resisténcia de saida alta demais gavra is

Decidimos a seguir testar o uso de uma fonte senoidal pagarfarcorda, com esperanca de que
ao menos algum modo de vibracdo ressoante pudesse sedexoEsmo que lentamente.

Para este teste recorremos a uma simples tomada da redmeléimo fonte de sinal senoidal de
60 Hz capaz de suportar altas correntes. Utilizamos um transidompara reduzir o nivel de tensao
ate 3,46 V,,,., € o ligamos a tomada através de aimmerpara lampadas elétricas convencional,
baseado em um tiristor. As extremidades da corda foramdgyad secundario. A corda utilizada
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neste experimento, assim como em praticamente todos alésds trabalho, foi a mais grossa de
todas, que é geralmente afinada €82 Hz. Por isso reduzimos um pouco a tensdo (mecénica) da
corda para que o primeiro modo de vibracao fosse de aprozimectes) Hz.

Ao ativar odimmere permitir a transmissao de poténcia pudemos verificar ubmagado na corda,
chegando visivelmente a quase um centimetro de amplitedegppico. Detectamos ainda com um
multimetro que uma tensao (elétrica) em tortioV,.,,, bastou para conseguir vibra¢des satisfatorias.

3.2.3 Projeto do atuador

Conhecendo o nivel da corrente necessaria para causagdgtramplas na corda, iniciamos
o projeto de um amplificador que suportasse a tarefa. Caoasmbs uma carga def) no projeto
porque € um valor usual em projetos de amplificador de paéraca audio, e ainda porque previmos
a possibilidade de utilizar um resistor em série a cordap&air indiretamente a corrente.

Considerando esta carga, e uma corrente relativamentdelee2,5 A, ,, hecessitariamos por-
tanto de um amplificador que pudesse suporta2@ai®. Decidimos construir um amplificador base-
ado no microchig’ DA2050 [85], que se reputa suportar &&W.

O amplificador contou com uma fonte de poténcia simétriaasttoida com dois transformadores
del5V,,., €2A,,.,, retificadores de onda dupla e reguladores de tenséo viaridvé50 [86]. O
circuito construido com o amplificador foi muito similar aagsrido pelo fabricante, com apenas
pequenas modificacbes. O equipamento foi por fim montadoaddetuma caixa metalica.

O projeto como um todo estd bem ao alcance de qualquer esteudm eletronica, e € uma boa
sugestao de construcao para qualquer um que busque crigstamasimilar ao descrito aqui.

Esse amplificador foi afinal ligado a saida de uma placa de saimdcomputador pessoal, utili-
zado para sintetizar os sinais para excitar a corda, e aardagpavar o sinal induzido no computador.

3.2.4 Programa para gerar senoides

Tanto este experimento quanto outros presentes nestéhtvaimecessitaram de um gerador de
ondas senoidais, como é usual em laboratorios de eletrdbieaidimos implementar um gerador
destes em um computador, com um programa com interfaceayréafic

A interface, na figura 3.5, foi feita com GTKmm [87], e contarcam controle deslizante de
frequéncia e um de amplitude, que podem se controladas mamigitando-se os valores ao lado.
Outras duas caixas permitem modificar os limites do contteleqiiéncia, e o ultimo elemento da
interface controla um filtro IIR de primeira ordem para smavia variacao dos parametros.

O programa funciona com o sistema JACK [88]. A sintese daidemfeita utilizando variaveis
tipo ponto-flutuante, a partir de rotacao de vetores.
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Fig. 3.5: Interface do sintetizador. A foto dies Tepmen (Theremin) atrai boas vibragoes. . .

3.2.5 Resultados

Realizamos com uma corda em uma guitarra o experimentoitescima: passamos uma cor-
rente senoidal pela corda, com um ima provocando o seu desmto, e gravamos o sinal obtido
convencionalmente através de um dos captadores do insttome

A corda foi afinada para uma nota mais baixa, para intensdicéo-linearidade e permitir uma
melhor observagédo do fenémeno. O segundo modo de vibracaae se revelou o mais facil de
investigar. Outros modos requeriam mais forga e preciséoipaa observacéao clara da ressonancia.
Dada uma amplitude razoavel, é facil notar os nodos se fatoaa corda, o que nos da a certeza de
gual é o modo de vibragdo em questao.

N&o pudemos obter em nossos experimentos a ocorréncia sh@dbanodo de vibracéo tubular.
A corda quase sempre parecia se deslocar apenas no plaeadgiegtar ao campo do ima. Notamos
inclusive que parece haver uma tendéncia da corda se puicieste plano mesmo quando ela ndo
esta sendo for¢ada, totalmente livre. Por exemplo, ao anlmcampo enquanto a corda vibra em
regime ndo-for¢cado, pudemos observar que ela se alinhaao itogonal ao campo. N&o soubemos
ainda explicar o motivo disso. Mas enquanto o ima pareceelsente restringir os movimentos da
corda, ndo pudemos notar qualquer influéncia deste alinftanm® sinal obtido. O experimento
foi realizado tanto com este plano paralelo aos captaderedpgonal, e ndo observamos nenhuma
diferenca nos resultados.

Analisando as gravacgdes, foi constatado que conseguimfagadeeproduzir o fendmeno espe-
rado, dos saltos ou colapsos do sistema passando de um meidced@o para o outro. Constatamos
ainda uma histerese na resposta a variacao ciclica da freigié
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Repetimos poB vezes a passagem da frequéncia pelo ponto de ressonanciaqi®ricia foi
variada em incrementos del Hz. Pudemos ouvir nitidamente transitorios ao ultrapassag@o
tanto aumentando quanto reduzindo a frequéncia. A freggi&uperior em que isto ocorreu, ao
se elevar a frequéncia foi em média,8 Hz, com desvio padrdo de35. Mais medi¢cdes seriam
necessarias para se determinar melhor a distribuicadstistadas frequéncias dos saltos, Bae
nossos’ casos foram no valor maior registrado, el Hz. O previsto pela teoria seria justamente
uma distribuicdo muito concentrada no valor maximo, com umero gradualmente menor de casos
de saltos em frequéncias menores. Os saltos prematurogese deuidos no sistema, ou a variaces
muito bruscas, por exemplo.

O valor encontrado para a frequéncia inferior de saltosd®d2 Hz, com desvio padréo de59.
Neste caso a tendéncia de concentragcédo nos valores meoonesnios clara, mas lembramos que
esta transicédo € bem mais dificil de se perceber acusticapsamdo mais lenta e sutil.

Estas medicbes dependeram apenas da percepcao auditipedionentador, e sua capacidade
em julgar a ocorréncia de transicao e diferenca no timbredbamostrado. Entretanto, foram ainda
realizadas medi¢cdes numéricas nos sinais para obtera@gsiltnais rigorosos.

O sinal gravado foi tomado a partir da saida usual da gujtamalificado por um circuito baseado
em umOPA134[77] na configuragdo nao-inversora. A frequéncia foi vaaiath torno da regido do
segundo modo de ressonancia até ouvir-se a transi¢cdo neefimiando entdo mudou-se a direcdo
de variacédo apds a amostragem de uma margem. O resultadooserama figura 3.6.

0-08 T T T T T T T T T 0-14 T T T T T T T T T
0.07 | Pra 0.12 | X%‘ 1
X a
0.06 | P I 01} /% JH—
L X o x
g 005 ¥ - L oosl o<
g 0.04 + ></ ¥ i I g 0.06 K i
= . ! [ [} .06 X FEN -
E 003 & ¢ e £ & ]
SV Lo L i 4
002 F oo A 0.04 £
\%{?ﬁx v R e T
0.01 % _ 0.02 pre-x J ]
X JX
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9091929394959697 9899100 90919293949596 979899100
Frequéncia Frequéncia

Fig. 3.6: Resultados de dois processos de medicédo da adgpditirequiéncia.

Ambos graficos séo resultados deste processo, tomados erantés ocasides. O ganho do
amplificador foi variado entre estas medi¢des. Para prodsigs graficos, os sinais gravados foram
reamostrados para uma taxax@)0 amostras por segundo e janelados em trechd2&amostras
(64 ms). Foram selecionadas uma a cdda janelas para se analisar. Cada um desses trechos do
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sinal foi modelado como uma sendide pura, com amplitudg{ifrcia e fase obtidas pelo algoritmo
SNTLN. Por fim, os médulos e frequéncias encontradas pargunde modo de vibragédo foram

plotados na ordem em que foram encontrados no sinal, dargia uma curva similar a prevista
para um oscilador de Duffing.

No primeiro grafico foram removidos dois pontastliers que adquiriram valores estranhos por
se tratarem de trechos do sinal amostrados logo ap6s o saEkantenso. Estes trechos possuem um
batimento muito intenso, e o0 algoritmo ndo estava ajustade rocurar uma onda desta forma.

Além deste modo de vibracdo foram feitas analises supésfid&outros modos, onde foram
observados comportamentos similares. Fizemos uma gadagguitarra submetida a uma varredura
lenta na frequiéncia, e é possivel ouvir transitorios conéoas diferentes frequéncias de ressonancia
sdo ultrapassadas. E possivel perceber maisrdedos. Esta mesma andlise foi feita ainda com a
corda tensionada em um nivel usual de operacao, e aindaiggl@ss/ir 0s transitorios, o que indica
gue o aumento de tensado ainda nédo é suficiente para elimis&itus da ndo-linearidade.

3.2.6 Analise dos resultados

Podemos observar nos gréficos obtidos uma histerese ndséwotiario, o que implica em um
valor positivo para @ ao modelarmos o sistema como um oscilador de Duffing. Estétaids esta
de acordo com o decaimento na frequéncia de vibracdo no codaegota constatado no capitulo
anterior. A amplitude de vibracdo da corda tende a cair ccampo devido a perda de energia, 8 0
positivo implica exatamente em uma diminuicdo da freqigdeivibracdo natural com a reducao da
amplitude. Um3 negativo provocaria um aumento da frequéncia.

Seria interessante obter estimativas para os valores dee F', € mesmo para a constante de
amortecimente,. Uma forma de tentar fazer isso seria, por exemplo, busgsatagjvalores encontra-
dos na curva medida a equacéao (3.8).

No ponto onde ocorre a transicdo durante a reducgéo de freiqié€ste polinbmio deveria apre-
sentar uma raiz dupla, localizada sobre a menor amplitudepalindbmio do terceiro grau com uma
raiz dupla possui a forma

(A—a)(A—0b)?=0 (3.9)
A? — A%(a + 2b) + Ab(b + 2a) — ab® = 0, (3.10)
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ondea é umaraiz, é é a raiz dupla. Se aplicarmos esta equacdo para nosso nedefnes

a = —2b
(a—w?)/36 = b(b+2a) . (3.11)
F/33 = ab?

Deve ser possivel partir de relacdes como estas e ajustavaencontrada ao modelo de Duffing.
Em nosso caso podemos imediatamente constatar que ossvaihm@ntrados pakae b no primeiro
grafico da figura 3.6 ndo parecem seguir a restrige- 2|b|. Este erro pode ser devido a necessi-
dade de se considerar o modelo com perdas. Ja no segundo gsafialores de e b nem mesmo
puderam ser observados, indicando ou uma falha na reaigacéxperimento, ou a necessidade de
se considerar um modelo mais rico.

Para realizarmos uma analise deste tipo utilizando osesloedidos na segunda transicéo seria
definitivamente necessario utilizar um modelo com perdaso também nos permitiria utilizar a
medicao da diferenca entre as frequéncias de transicaepeoatrar os parametros.

N&o pudemos encontrar uma formula parecida com a da equagig(e levasse em considera-
cao o fator de atrite,, impedindo que realizassemos afinal um ajuste de paranutegsudesse nos
fornecer por exemplo uma estimativa dos valores @5 com relagéo &'

3.3 Conclusbdes

Demonstramos com sucesso a possibilidade de se detediardens de natureza ndo-linear em
uma guitarra elétrica. Os resultados sdo coerentes comméamgs observados no capitulo anterior,
e ainda com relatos disponiveis na literatura [52, 51, 4Bg6& utilizam o modelo de Duffing para
a corda em ressonancia. Nao estudamos entretanto o fen@uoemplamento entre 0 modo de
vibragéo excitado com o modo de vibracao perpendicularntre enodos de diferentes frequéncias.

Nossa medicao foi realizada em uma guitarra elétrica camveal, necessitando apenas do uso
de um im&, um computador pessoal e amplificadores de sinapetéecia. Acreditamos que este
experimento apresentado pode ser estendido para se mexditecssticas da guitarra como a flexi-
bilidade dos suportes das cordas, e as constantes de rigittdzra e a extensdo. Pode ser possivel
encontrar alguma relacéo entre valores mensuraveis pgdoimento, como a diferenca entre as duas
frequéncias de transicado, e caracteristicas relevamag pianbre durante a execucao do instrumento,
como a inarmonicidade e a taxa de decaimento do valor da&ines.

Experimentos similares podem ser realizados em instrioaeoimo pianos, que possuem cordas
metalicas. Para tornar os resultados mais rigorosos, aeda necessario considerar o aumento da
temperatura da corda durante o experimento, além da influas imas no movimento da corda.



Capitulo 4

Filtro Elétrico Passivo

O sinal elétrico gerado pelo captador a partir do movimeasoodrdas passa por um filtro elétrico
passivo antes de ser recebido por qualquer aparelho em tigeesema guitarra. Estes filtros podem
ser relevantes para o timbre obtido por uma guitarra. Bastaag raizes se encontrem na faixa
espectral do sinal gerado pelas cordas.

Existem poucos relatos de medicfes das caracteristictes didtsos. O professor Steven Errede
da UIUC da cursos sobre a fisica de instrumentos musicassfez jmedicdes de captadores como
parte destas aulas [72, 67, 71]. Existem ainda pequenasdates de guitarras que publicam inde-
pendentemente artigos sobre o assunto [89].

4.1 Experimento Proposto

Para medir as caracteristicas dos captadores, projetamosauito para realizar uma amostra-
gem da funcéo de transferéncia entre uma tenséo aplicadddsade sinal da guitarra, e a corrente
resultante. Este processo seria uma medicao da imped&saédh da guitarra se o circuito possuisse
apenas componentes em série.

O circuito do amplificador utilizado no processo (figura £2jaseado em um amplificador ope-
racional ligado em configuragdo ndo-inversora. A guitarigada através de um cabo, como num
amplificador comum, e é representada pelo bla¢e) na figura. As tensdes de entrada e saida,
vs, SA0 gerada e gravada pela placa de som do computador.

Analisando a funcéo de transferéncia deste circuito podematerminar as caracteristicas do
filtro da guitarra, e encontrar indiretamente o filtro queaagabre o sinal durante o uso normal do
instrumento. O modelo elétrico utilizado para represemtaaptador foi o modelo convencional para
um indutor baseado em um fio enrolado (figura 4.2). As impgyés inseridas sdo uma resisténcia
em série a indutancia, e um capacitor em paralelo. O resigt@vel em série a um capacitor € um

53
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Fig. 4.2: Modelo do filtro da guitarra, destacando o captador

O transformadof,,,: € a correntd,,,.4, S80 0s correlatos elétricos do verdadeiro processo que
ocorre, que é o deslocamento da corda magnetizada causaad@tacédo de fluxo magnético dentro
do indutor. A corrente modela a posi¢ao da corda, e a tensé@otreda do transformador representa
a sua velocidade. Este modelo elétrico de um fendmeno nwecénisual no estudo de transduto-
res [90]. Poderiamos explorar mais essa técnica, condtruim modelo elétrico para toda a corda,
por exemplo [91]. Mas aqui queremos apenas indicar a fonsen@bda guitarra quando ela é tocada.

Em nossas medic¢des o resistor do filtro foi colocado em seu r&ximo $00 k€2), assim como
o resistor de volume>()0 k€2). O capacitorC; foi considerado como um curto nas medi¢cdes a seguir.

O valor da resisténcia dos captadores pode ser faciimetittoamm uso direto de um multime-
tro. No instrumento que analisamos, o valor obtido para teckp perto da ponte foi dg15k(2, e
para o captador perto do braco obtivemigi2k(). Ativando a chave da guitarra na posigao interme-
diaria obtivemog,63k(2, proximo do valor esperado considerando que os captadi@odigados em
paralelo.

A funcéo de transferéncia do circuito completo, considgoaste modelo para a guitarra, omitindo-
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se o controle de tom, é

(E :k[1+ i (4.1)

, 4.2)

ondek é um ganho inserido pela placa de som, e as outras varidedisdss valores de componentes
dos modelos. Se considerarmos o filtro RC, sédo inseridos umpimo e um zero, resultando em

83

2 R 1 1 1 1 1 R 1 1 1 1
t 8 (L_C+RtCt>+C_c<R_U+E+§>]+LCthCt<§+R_v+R_c>
R:. 1 1 1 1 1 1 1 1 R
(VS)_kRC t oS R—U+E+E+E>+cmtct BRI
V.) R 1
‘ (5 * L_c> (‘9 + tht)
(4.3)

Um primeira forma que experimentamos para a medir a funcéradsferéncia foi jogar um ruido
branco no sistema e utilizar o algoritmo RLS [92] para obt&sposta a impulso. O programa criado
foi feito em C++, com as bibliotecas JACK [88] e GTKmm [87], e opera em “temgal’t Este
programa nao trouxe beneficios para nos ja que visdvamos@oede medicdo, e ndo operacdo em
“tempo real”.

A funcéo de transferéncia foi amostrada enfim da seguintegfofanto a entrada quanto a saida
do circuito foram ligados a um computador. Um sinal de egéibefoi calculado, armazenado, e entdo
executado pela placa de som. O sinal de saida foi gravaddtaimeamente a esta execucao.

Realizada a gravacéo, calculamos entdo a DFT dos sinaisaigyravado. A divisdo do espectro
do sinal gravado pelo do original fornece um vetor com o vestimado da funcao de transferéncia
em diferentes frequiéncias.

O sinal de excitagao utilizado foi uma variacaotihoe-streched pulsge Aoshima [93][94], com
16.384 amostras, executadag®kHz. Foram executados trés pulsos seguidos, e depois selemena
16,384 pontos intermediarios da gravacao para analise.

Como medida de reducéo de ruido, foi feita uma operacédo ndénimisio tempo. Cada filtro
obtido foi transformado, originado sua resposta a imputstempo. Ao visualizarmos uma destas
funcdes num grafico logaritmico (figura 4.3), € possivel gleec que a partir de um certo momento
existe um sinal de amplitude constante que se superpde anahasidecaimento exponencial.

A analise deste sinal leva a suposicao de que o sinal coastamtruido a ser removido, e que
o sinal com decaimento € a resposta a impulso desejada. &Entglesmente selecionamos o ponto
aproximado em que a amplitude do ruido supera a do sinal,aenpsros valores a partir daquele
ponto. Manter muitas amostras resulta em um espectro dparente mais ruidoso. Manter muito
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Fig. 4.3: Resposta a impulso de um dos filtros estudados, Emesabsolutos.

poucas faz surgir umpple acentuado no espectro. Esta operacdo busca um equililbreoestas
imperfeicdes.

Depois de modificar a resposta a impulso, realizamos a DFamente, obtendo os valores finais
das medigOes. Estes espectros foram ainda posteriormeitieos pela fungéo de transferéncia da
placa de som, obtida ligando-se a sua entrada diretameanfda & realizando-se a medi¢cdo. Esta
funcdo esta apresentada na figura 4.4. Neste caso o filtragtianbe plano na faixa de interesse, mas
este passo pode ser (til em outras aplicac6es semelhantes.

Os moédulos das duas fungdes de transferéncia estimadasiagdfijprocesso estdo na figura 4.5.
Cada funcao é o resultado do processo para cada um dos dizidar@s da guitarra analisada.

Obtidas as fun¢des de transferéncia, foi entdo utilizadgarigmo de otimizac&o de Nelder-Mead
(simplex) para encontrar os coeficientes dos polindmiogdagio

=K 4.4
82+b1$—|—bo ’ ( )

Ve

(Vs) $3 + ays? 4+ ays + ag

da mesma ordem que a equacao (4.4), de forma a ajustar a fue¢@msferéncia tedrica a medida.
O ganhoK néo foi considerado, mas apenas os valores dos polos e zeros.

O erro minimizado foi a diferenca absoluta entre os médusgancdes em decibéis, ponderando
os valores de forma a dar mais importancia a frequénciaslmaias. Assim, o desvio considerado
foi aproximadamente o percebido em um gréfico log-log, e im@plesmente a soma dos erros qua-
draticos de amplitude em cada frequiéncia harmdnica medida.

O erro de amplitude maximo obtido apds esta minimizacaod@ptoximadamente 1dB nos dois
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Fig. 4.4: Funcao de transferéncia da placa de som.
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Fig. 4.5: Curvas medidas e seus modelos.

casos estudados. Na fase das func¢des houveram erros numatesi Em freqiéncias mais altas,

o filtro residual obtido pela divisdo entre o filtro medido eadcalado apresenta um crescimento
acentuado da fase a partir de dokHz. Isto poderia ser explicado pela existéncia de zeros de alta
ordem logo acima d20 kHz. A fonte deste erro ndo é clara, pode ser de erros no procettirde
medicao em si, uma ma estimacéao da funcéo de transferéngiacdede som, ou mesmo necessidade
de se complementar o modelo utilizado.
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4.2 Determinacdo de grandezas elétricas

A partir dos coeficientes medidos é possivel fazer uma estiando valor das impedancias do
circuito. Os valores encontrados se encontraram na fapex@ada, mas seria desejavel uma precisédo
maior. Se utilizarmos os valores medidos das resistérexaste mais de uma maneira de calcular-
mos a indutancia, capacitancia e ganho. Para obter osadgslapresentados na tabela 4.1 foram
utilizados primeiro os trés coeficientes dos polindmiosdalst, e mais os valores medidos Hg R;

e R. A seguir foram utilizados apenas dois dos coeficiente$o jda valor medido de€?. para cada
captador.

Captador do braco Captador da ponte
Variavel | 3 coefs. | 2coefs. eR. | 3coefs. | 2 coefs. R,
C. | 0,718nF 3,42nF 1,13nF 3,46nF
L. | 15,6H 2,71H 11,4H 3,36H
o || 89,6 x 10° | 108 x 10° | 77,6 x 10° | 86,0 x 10°
k|| 0,97 0,20 0,45 0,15

Tab. 4.1: Valores estimados dos componentes e ganho.

Esta técnica de obtencdo dos parametros ainda precisa berrada. Mas nosso objetivo era
apenas ilustrar como este tipo de experimento pode sexadalcom equipamentos simples. Note
gue apesar da grande variacdo dos valores.aeC'. individualmente, o valor d% nao foi muito
modificado entre as duas formas de calculo.

4.3 Projeto de filtro digital

Dados os valores dos componentes do filtro da guitarra pasl@nagetar um filtro digital que
simule uma funcao de transferéncia aproximada. Este filitatipode ser aplicado posteriormente
em um sintetizador digital de sinais de guitarra.

Para obter os coeficientes do filtro digital foi utilizada ansformacé&o bilinear. A figura 4.6
mostra o filtro obtido para diferentes valoresigle Note que o filtro apresentado ndo possui o zero
na origem, formando assim um passa-baixas convencionditgiado a interpretacéo do resultado.

O sinal sintetizado final sera obtido pela aplicacao deste &b sinal proporcional a velocidade
da corda no ponto captado. Portanto, se for sintetizadaapnewnte a posi¢ao da corda, a aplicagéo
de uma derivada ainda € necessaria. O filtro resultante ceeste® um pico com inclinagdes 2&1B
por década dos dois lados.
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Fig. 4.6: Filtros obtidos coni. = 10H, R. = 5,3k2, C. = 1nF, R, = 500k2, C; = 33nF e
R, = {0,1, 5, 15, 37,49, 70, 140, 500 } k2.

A resisténcia de entrada do circuito em que a guitarra édigade afetar bastante o formato do
filtro. Alguns circuitos pouco sofisticados, mas muito papes, possuem resisténcias de entrada de
apenas dezenas #€. Nestas condi¢cdes, mantendo as outras variaveis do casstedo eo filtro
se torna um passa-baixas de primeira ordem bastante suavB;calto. ComR; baixo, o filtro se
torna um passa-baixas de segunda ordem com uma elevacaerds gwuco mais de udB antes
da frequéncia de corte.

As figuras 4.7 e 4.8 mostram o caminhos dos zeros e pélos coafasriamosk; de um valor
baixo para um alto. Na figura 4.7, no inicio da variagdo, dom= 100 (2, existem um polo e um
zero emS = —oo, € um par de polos perto do plano complexo. Confortp@umenta, o zero se
aproxima rapidamente do eixo imaginario, e os dois pologastaan. O zero cruza os polos antes
deles se tocarem. Por volta ftg = 37 kS2 0s polos se encontram no eixo real, e comeg¢am a se afastar
na direcao ortogonal. Neste momento a fungéo de transfaré@parenta um filtro de primeira ordem.

Na figura 4.8 um dos pélos comeca a se aproximar bastante daneginario, enquanto que
0 polo que estava mais afastado também comeca a ficar peravadird. Estes dois polos mais
afastados acabam se encontrando ao redér €de—8.000 com R; ~ 71k(). Eles entdo comecam a
se afastar, indo em direc&o ao eixo imaginario, até se apesgm de suas posicoes limite. Enquanto
iSS0, terceiro polo e o zero vao se aproximand®@de —60. O caminho da figura 4.7 também esta
visivel na figura 4.8.
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Fig. 4.7: Caminho dos polos e zeros conforme a variacéo doaterle “tom” de uma guitarra.
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Fig. 4.8: Continuac&o do caminho dos pélos e zeros. Aquiptmsgerminam se afastando do eixo
real, ao contrario da figura anterior.

4.4 Conclusao

Nos capitulos anteriores estudamos o movimento de uma ciim@ente e a forma de onda criada
por inducéo em captadores. Neste capitulo obtivemos o lfiliear que modela a distor¢ao do sinal
pelo caminho do transdutor até a entrada de algum circuetodeico. Se desejarmos sintetizar o
sinal de uma guitarra “limpa”, basta aplicarmos ainda oofilinear de um amplificador, ou ainda
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um filtro de ambientagdo que modele a reverberacdo de uma adtacalizagdo de um ouvinte, por
exemplo, e assim teremos assim o sinal final.

Nosso processo de medicao é bastante simples, e Util. Eéeseocproveitado em outras aplica-
¢bes, como na obtencado de fungdes de transferéncia deSalasessario ainda fazer uma avaliagéo
do desempenho de sinais TSP, e testar sinais semelhantes\ou®rnos.

Além de filtros lineares, a guitarra € geralmente utilizaota circuitos de distor¢do que inserem
nao-linearidades no sistema, distorcendo o sinal entratargue a emissao do sinal pelas caixas
acusticas de amplificadores. Este € o tema do capitulo 5.



Capitulo 5

Distor¢cOes Musicais

5.1 Histoéria

Praticamente todos fendmenos fisicos do cotidiano possailgum limite de operacdo onde um
modelo simplificado de seu funcionamento deixa de valerddeaialguma néo-linearidade descon-
siderada previamente. A lei de Hooke é um modelo linear pafasticidade de objetos que € quase
sempre valida para pequenas distor¢cdes. Quando estag@iéstee tornam muito grandes, geral-
mente encontramos algum tipo de ndo-linearidade, comaecidiento da constante de elasticidade,
ou rompimento.

Ja pudemos observar uma elasticidade nao-linear nas c@rdagarra. Muitos objetos relaciona-
dos a acustica podem apresentar caracteristicas naocekrepaando vibrados em amplitude elevada,
dando origem a componentes senoidais com frequénciastasiskrs sinais de excitagcdo. Funcodes
de reproducdo ndo-lineares estao presentes até mesmaonio pvido humano [79, cap. 8].

N&o é surpreendente portanto que funcdes de reproducaonaie 380-lineares tenham sido en-
contradas em amplificadores e caixas de som. Amplificadéeadmicos sempre possuiram distor-
¢cOes que se revelam para sinais de grandes amplitudes.s@&x@m também podem comecar a
distorcer os sinais a partir de um certo nivel de entrada.

O resultado é que na histéria da musica moderna sempreuexigtissibilidade de se tocar uma
guitarra elétrica utilizando um amplificador e obter algupo tde distor¢do no sinal. O som da
guitarra distorcida foi com o tempo ganhando o gosto de alguisicos, especialmente tocadores de
blues

Um musico importante na histéria da guitarra elétrica foidWray, que muitos consideram ter
feito um uso pioneiro da distor¢éo [95]. Ele ainda introduzuuso indiscriminado dpower chords
o que faz parte hoje do estilo de muitos guitarristas. Wrlyenciou muitos musicos, em especial
alguns conhecidos por seus usos da distor¢ao, como Jimri¥dendeil Young.

63



64 Distor¢bes Musicais

A distorcdo de guitarras j4 era algo considerado imporzari@ alguns estilos de musica nos anos
1960. Em 1964 a musiceou Really Got Meda banda The Kinks ganhou muita notoriedade, e foi o
primeiro grande sucesso a trazer o som de uma guitarraadddor

A partir desta época alguns fabricantes de amplificadoresitargas comecaram a dar maior
atencdo a distorcao, e surgiu o conceito do pedal de distangédispositivo colocado entre a guitarra
e o amplificador com o objetivo de distorcer o sinal, com urarmiptor acionado pelos pés [96]. Os
pedais também podiam ter o intuito de dar mais ganho ao simphssibilitar algum tipo de filtragem,
mas com o tempo o objetivo de se utilizar um pedal destes passer exclusivamente a producao
do timbre caracteristico da guitarra distorcida.

Uma das primeiras musicas famosas que utilizaram um peddikttecéo foi(l Can't Get No)
Satisfactiordos The Rolling Stones, de 1965. Nesta obra foi utilizado edapMaestro Fuzz-Tone
FZ-1 da Gibson.

Um pedal de distor¢cdo muito famoso € o Fuzz Face, notori@ngilizado por Jimi Hendrix.
Este musico ainda teve certa influéncia no desenvolvimentaitfo pedal muito conhecido, utilizado
ainda hoje por indmeros musicos, o Big Muffla empresa Electro-Harmonix.

5.2 Circuito construido

Pedais de distorcdo podem ser projetos eletrénicos decfawdtrucdo. Muitos circuitos conse-
guem resultados satisfatérios mesmo com grande simpdieidE muito facil encontrar na Internet
diagramas esquematicos para a fabricacdo de circuitossttegdio, havendo varias comunidades
dedicadas a isto [97, 98].

Construimos em nossos estudos um pedal de distor¢cdo baseaitcuito do Fuzz-Face, que
utiliza apenas dois transistores. Na saida do circuitar@idgigamos ainda um estagio de filtragem
inspirado no projeto do Big Muff. O circuito resultante esta na figura 5.1.

Os transistoreg)1 e (2 formam o circuito do Fuzz Face. A analise do ponto de funcrardo
ndo é muito trivial. Esta configuracdo € conhecida por algonso voltage feedbackO resistores
na base e emissor d¢2 determinam a corrente continua neste transistor. Podtigano conceito
de reflexdo de impedancias para fazer o projeto dos valore@ssi€or na base d@1 determina a
corrente DC nele, dada a tenséo no emissdpzle

A distor¢cdo ocorre devido a saturacdo e corte no segundsigtan Pode haver saturacao no
primeiro estagio, mas antes disso ocorrer o segundo ja emti@rte. O ajuste dos ganhos e tenséo
dos coletores determinam os pontos da onda a serem cor@@olo® séo parametros independentes
€ possivel (e até facil) criar distorcdes assimétricasa Rareis de tensao suficientemente baixos,
ocorre corte apenas em metade da onda, na por¢cado negatigaibugodependendo da configuracao
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Fig. 5.1: Circuito para distor¢do musical.

do circuito. O ganho do segundo estagio é controlado atwéssistor variavel no emissor dg.
Este é o potenciémetro de controle de quantidade de distaggsivel pelo musico.

A figura 5.2 mostra resultados da simulagéo do circuito ngnamaSPICE. As curvas sdo a
forma de onda em diferentes pontos do circuito para umadanganoidal dé00Hz. Na legenda,
V.1 eV,1 s@o as tensbes no coletor e base do primeiro transistorepugsor € aterrado. A base do
segundo € ligada ao coletor do primeiro, e seu coletor e ensésl,.2 e V,2.

A saida do circuito de distor¢ao, no coletor@e, entra entdo em dois filtros, um passa-altas e
um passa-baixas. Estes filtros s@o projetados com fre@#deicorte préximas. O potencidmetro
colocado entre as saidas destes filtros possui uma impadatativamente alta. Apesar de rudimen-
tar, o resultado € uma soma ponderada dos sinais dos filstessibal filtrado passa por fim por um
ultimo estagio de amplificacdo onde ndo se espera que ocdistoncoes.

A figura 5.3 mostra formas de onda obtidas para um entradédsecom diferentes amplitudes,

e com um certo ganho fixo no controle do pedal. No grafico de osnsinais foram tomados di-
retamente da saida do estagio de distorcdo. No de baixaauntibs o filtro de saida regulado para
passa-altas. Cada curva € a saida para uma amplitude thfesendo que as mais abaixo sao as de
menor amplitude. Foram somados niveis DC para auxiliar sizalizacao.

5.3 Estimac&o de parametros

Era nosso desejo encontrar uma forma de medir os parametros)gpedal de distor¢cado para
tentar reproduzir seu funcionamento em um computador. Gelaalibital seria composto por alguma
funcdo de distorcéo, seguida de umfiltro linear.
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Fig. 5.2: Resultados da simulacdo: operacdo sem distorg@osaturacado erg2, corte emq@),, e
com corte e saturagao ey

Uma possibilidade € utilizar um osciloscopio e medir cuakainente a parte ndo-linear do cir-
cuito com uma onda triangular, por exemplo, e estimar o fittserindo um sinal senoidal no ponto
apropriado e realizar medi¢gOes. Nossa intencao entretagmtncontrar uma maneira de realizar esta
medicdo apenas a partir da andlise do sinal de saida, coomahdsientrada conhecido.

No estudo de sistemas dindmicos o chamado modelo de Hareiérgistamente o que estamos
procurando: uma distorgcdo sem memoaria seguida de um filleseEcontrapde ao modelo de Wiener,
onde o filtro fica antes da distorcao.

A estimacédo dos parametros de modelos como o de Hammersigia étiva area de pesquisa.
Existem métodos de diversos paradigmas para abordar oepralf99, 100]. Um dos primeiros
algoritmos propostos utiliza um método iterativo para aimiracdo do erro a partir de uma entrada
conhecida [101]. Outras formas de otimizacao iterativen@algoritmos genéticos, também ja foram
exploradas [102].

Muitos métodos, cegos ou ndo, costumam se basear prineipedr@m ruidos brancos gaussianos
na entrada. Alguns métodos ja foram estudados também paia senoidais [103, 104].

Ao escolher um método para tentar aplicar, procuramos ganajue nao se baseasse em otimi-



5.3 Estimacé&o de parametros 67

6 T T T T T T T T T
5+t / \\ / \\ / '\\ /// \\ ’// \\ i
4.5 :4 \-'/"*/"\f e “’“ VT “"" i, e \/ -
<C 2 L~ \\\\\ /// \\\\ /// \\\ /// \\\\\ //,/ \\\\\ .
15 F e e T T -
1L ™~ T~ T~ T T~

05 - - - - - - - - -

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Tempo

5p ) \‘—\w\\ /\/ e /\/ T ,.,J/ '\'\—/\\\‘ o
45 e N e N -
s 25 o R 1
1.5+ S
1F >~ T~ T T T

05 - : - : - : - : -

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Tempo

Fig. 5.3: Saidas do circuito de distorcdo para diferentgdiirdes de entrada, sem filtro, e com filtro
passa-altas. Os niveis DC foram adicionados para visgalza

zacOes iterativas ou andlises fortemente estocasticadinRonspirados por um trabalho do NICS
onde polindmios déleorinés (Chebyshev) séo utilizados para modelar uma funcao declistan-
plementada em um computador, procuramos tentar desenuoivenétodo que fosse baseado nessa
familia de polindbmios, e em sinais de entrada senoidais isarf@rmonica. Uma das motivacdes
para isto foi a expectativa de que um sinal de entrada sdrmpmdsa facilitar a aplicacdo do método
em um sistema mais complexo, onde também existe um filtrarlina entrada da distorcdo. Isto
esperado em alguns pedais e no sistema completo da gultdricee

5.3.1 Meétodo para distor¢coes sem filtro

Polinbmios de'e6rimés possuem a seguinte propriedade: Se passarmos pelo padia@ndi-
ésima ordem uma sendide de amplitugde frequénciav, a saida € uma sendide de amplitude
frequénciaVw. Logo:

Ty (sen(wt)) = sen(Nwt) (5.1)
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Por exemplo,

2sen?(wt) — 1 = sen(2wt) (5.2)
16 sen’ (wt) — 20 sen®(wt) + 5sen(wt) = sen (5 wt) (5.3)

25 T T T T

T - T
162° — 2023 + 5z

2 L L L -20 Eu L L L | L =

Fig. 5.4: Polinbmio de quinta ordem (esquerda), e parcelparadas e soma final (direita).

Uma funcao de distorcdo sem memdRa— R pode ser representada como um polinémio (série
de Taylor):
f(x):Co+01x+c2x2+c3x3+... (5.4)

Se jogarmos uma sendide nesta funcéo, obteremos na said@alipesiodico da mesma frequéncia,
gue pode ser decomposto em sendides de frequéncias haasionic

f(sen(wt)) = po + prsen(wt) + pasen(2wt) + . .. (5.5)

Podemos substituir cada uma destas senoides pela apldag@&moide da entrada ao polindbmio
de Yeobnués da ordem apropriada.

f(sen(wt)) = po + p1 T (sen(wt)) + poTo(sen(wt)) + - - . (5.6)

Dai podemos ver que é possivel calcular os coeficientes dwpab a partir das amplitudes dos
harmonicos, e reciprocamente. Os coeficientes dos polosdd@ieonimés definem uma matriz de
transformacéao

c=Typ. (5.7)

Esta relacdo sugere imediatamente a possibilidade deantilos sendides para medir funcdes néo-
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lineares como diodos e transistores em eletronica. Eraroos na literatura apenas uma mencgao a
este método de medicdo de funcdes, em um artigo bastantee¢t@s].

Aplicamos este método ao circuito que construimos. Obtdgeocomo resultado um polindmio
de9* ordem que ao menos apresentou um formato sigmoidal na negi&iona ded, com uma leve
assimetria.

Aplicamos este método para o circuito que construimos. aHapenas uma leve filtragem de
baixas frequéncias, que se pode notar pela inclinacdosta da onda, que devia ser reta. O resultado
esta na figura 5.5.
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Fig. 5.5: Curva original, e aproximada pelo método.

5.3.2 Meétodo para distor¢cées com filtro

Investigando as propriedades destes polindmios, encoosram critério que pode vir a ser Util
em um método de medicéo de parametros que considera o filtro.

Se aplicarmos no sistema uma sendide de amplitude relatigho seria equivalente a medirmos
uma nova fun¢éo de distorgéo cujo polinémio é dado por

fa(w) = f(Az) = co + c1(Ax) + co(A%%) + .. (5.8)

Os novos coeficientes podem ser obtidos multiplicando-ga caeficientec? = ¢, A". Esta opera-
cao € equivalente a multiplicarmos o vetor de coeficientiggnais por uma matriz diagonal

- 0 0 -
A 0
0

o O =

5 X C (5.9)

Gr=D,é. (5.10)
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Se substituirmosg segundo (5.7) teremos a relacdo entre as amplitudes asigiaa obtidas com
a nova amplitude:
Tps=D,Tp. (5.11)

Entretantop’ ndo € acessivel, mas aperagjue sdo as amplitudes na saida do filtro. Como cada
frequéncia é atenuada por um valor constante, determingddyncéo de transferéncia, podemos
definir outra relagao linear:

he 0 0
N L 7 5.12
=19 0 n X p (5.12)
g=Hy, (5.13)

onde o0sh,, sdo 0os modulos da funcéo de transferéncia em cada frequaro@nica. As fases sédo
desprezadas. Note que a saida da distor¢cdo € um sinal sométs fases do sinal final sdo devido
apenas ao filtro na saida.

Substituindo novamente, temos no sistema total:
TH '¢, =D,TH'7. (5.14)

Podemos substituH ! 7 por Q §, ondeQ é uma matriz diagonal com os valores das amplitudes
medidas, € sdo os inversos dos ganhos do filtro. Assim temos

TQag =DATQg. (5.15)

As matrizes nesta equacaQ (,Q,T,D 4) ou sdo conhecidas priori, ou podem ser medidas, nos
fornecendo a matri¥1 4 que satisfaz:

7=Q4'T'DsTQg (5.16)
g=Muaug (5.17)

Logo, um vetor com os inversos dos ganhos do filtro poderiaaeulado encontrando-se o
auto-vetor de auto-valor unitario da mathk,.
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5.3.3 Testes

Tentamos aplicar o método em sinais gerados em um compu#fatiorcdo de distorcao utilizada
nos testes foi a exponencial, por ser assimeétrica. Ista desejavel por desconhecermos o efeito de
amplitudes nulas no desempenho do algoritmo. Os filtroadestforam suaves, de primeira ordem,
tanto de resposta finita quanto infinita [76]. Foram tambéleagos diferentes niveis de ruido.

O método ndo deu certo porque néo foi possivel encontrar toavalor que fosse claramente
um candidato ao valor unitario procurado. Sempre havias aloitrés auto-valores proximo de,
por exemplo.

Testamos ainda uma outra forma de obter o vetor de interdsSgmssivel reescrever a equa-
¢éo (5.15) e obter

(TQ4 -~ D4TQ) 7 = 0. (5.18)

Segundo esta equacao, nosso vetor seria 0 espaco nulo dgsta Mentamos portanto utilizar a
decomposicdo em valores singulares, tomando como respostasoma dos vetores relativos aos
menores valores singulares. O formato das solugdes oliftase aproximaram nem um pouco do
esperado.

Seré necessario uma investigacdo maior para descobrir @gdhée fundamentalmente errado
no método proposto. Nossas contas ndo sugerem isto, mas@odee nosso método ofereca na
realidade uma solucdo sub-determinada, com parametres bendo inadvertidamente ajustados.
Seria necessario portanto utilizar mais informagfes parardgrar a solugcédo desejada.

Seria interessante buscar uma forma de aproveitar no migomedicdes obtidas em mais de dois
niveis de amplitude. Também pode ser possivel aproveitmasaontas apenas para determinar um
critério a ser utilizado em um algoritmo iterativo de otiagzo.

5.4 Distor¢cdes em sinais de guitarra

Nesta secdo apresentaremos por fim caracteristicas quelem phservar na aplicacdo de um
sinal como o de uma guitarra em uma funcéo de distorcao.

5.4.1 Funcao de distorcédo utilizada

Como ja pudemos mencionar, existe uma grande variedaderdatfis de funcdo de distorgéao.
Existem fungcBes simétricas e assimétricas, suaves e dasamn Apresentaremos aqui apenas ana-
lises feitas em uma Unica funcéo selecionada. Nosso istegeapenas ilustrar certas caracteristicas
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do sinal distorcido que sé&o freqientemente omitidas emtelebaerca de distor¢do musical.

Utilizamos a funcéo arco-tangente para distorcer os spmiser uma funcéo de simetria impar,
estritamente crescente e de imagem limitada. Esta é umaalagpopulares fun¢cdes denominadas
sigmoidaiscomo a fungderf e a tangente hiperbdlica. Elas séo freqiientemente utiizash alguns
sistemas de processamento que requerem nao-linearidestaarma, como em equalizacéo cega,
analise de componentes principais ndo-linear [106] e nedesonais artificiais [107]. Muitas vezes
suas propriedade analiticas contribuem para o estudo dmhamento dos sistemas, mas o formato
preciso delas nem sempre é critico.

A formula de nossa funcédo de distor¢ao foi

_atan(kgr)

f(z) = ———7, (5.19)

k‘dﬂ‘

onde o fatork, controla o nivel de distor¢do, variando de uma suave atéoudgs picos da onda de
entrada, até a distor¢cdo mais forte possivel, ofid¢ = +1 parar > 0 e —1 parax < 0.

Uma caracteristica fundamental e bem-conhecida da reatizde operacdes nao-lineares é que
0s sinais resultantes podem possuir componentes senqudaisao estavam presentes no sinal ori-
ginal. Em especial, pode ser que componentes de alta freiqugsam geradas, e pode ser que
em sinais amostrados no tempo elas ultrapassem o limite geiy82], causando uraliasing ou
falseamentoPortanto é sempre necessario trabalhar com sinais soquestiados.

A figura 5.6 mostra a ocorréncia ddiasingapos a distorcdo. Uma sendide com a frequéncia
ligeiramente superior a um quarto da freqiéncia de Nyquistlistorcida comk, = 10.000. O
resultado esperado deveria possuir apenas uma nova com@anen o triplo da frequéncia.

50 ORIGINAL x|
DISTORCIDA
Limite de Nyquist -

40 -

20

Amplitude [dB]

30 | R
10

o Lwiill | H H \ \‘ H‘ M
0

Lt
0 0.1 0.2 0.3
Fig. 5.6: Ocorréncia daliasingna distor¢cdo de um sinal amostrado de alta frequéncia.
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5.4.2 Distorgéo de ruido branco filtrado

Aplicamos ruido branco gaussiano a fungdo mencionada agma, = 1000. O resultado esta
na figura 5.7. Podemos observar que a distor¢ao afeta a faroadh tornando-a concentrada em
apenas dois niveis. Histogramas desta onda distorcidadffarantes valores di; irdo se afastar
gradualmente da forma gaussiana, se aproximando de umbauwgdo com dois picos em estreitas
faixas de valores.
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Fig. 5.7: Exemplo de ruido banco filtrado e subsequententistercido (no topo a esquerda), e
espectros do sinal original e distorcido para diferentegiféncias de corte.

Para cada diferente frequiéncia de corte utilizada foraadgerl00 instancias do sinal. Obtivemos
0 espectro de cada sinal gerado, e os somamos para obter timatiea da média do valor da
densidade espectral de poténcia do sinal distorcido pdeafoaqiéncia de corte utilizada. Podemos
observar o surgimento de um ruido em altas frequéncias, canmpéitude decaindo de acordo com
o inverso da frequéncia. Esta taxa de decaimento é comum €elecs@trar em outros sinais que
possuem descontinuidades seguidas de regides suavesa@da quadrada.
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5.4.3 Distorgéo de sinais periédicos

Como ja discutimos, uma sendide pura distorcida gera uma pedodica. As amplitudes das
componentes harmonicas deste sinal distorcido dependdiorma da funcédo de distorgcdo, e os
polindbmios deHeonimés podem ser utilizados para estudar esta relacao.

Além dos sinais senoidais, qualquer sinal periddico d&arig novos sinais periédicos de frequién-
cia igual ou multipla ao ser distorcido, havendo modificag@@enas nas amplitudes dos harménicos.
Na figura 5.8 apresentamos os valores das amplitudes de ahtr&ingular distorcido para diferen-
tes valores dé,. Com a distorcéo fraca, podemos constatar o decaimentd ¢phtaracteristico de
ondas triangulares. No caso da distorcdo mais forte, éygbgsrceber que as menores frequéncias
comegam a apresentar um decaimento ¢gify coerente com a aproximagao do sinal a uma onda
guadrada.
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Fig. 5.8: Espectros de uma onda triangular distorcida coersts intensidades.

E interessante notar ainda que existe uma regi&o de vafusemidiarios dé, em que ha um
forte decrescimento das amplitudes de alguns harmoniangradico apresentado podemos ver que
0 sétimo harmonico park; = 0,15 é cerca de 60dB mais fraco do que o harmonico fundamental.
O que ocorre é que a distor¢ao atenua os picos da onda t@anguhando-a mais proxima de uma
sendide, para posteriormente comecar a formar uma ondaagizadEste € um bom exemplo das
pequenas dificuldades no estudo de sistemas nao-lineasegando que ndo se pode afirmar que
distor¢cdes sempre elevam a poténcia dos harmonicos.
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E importante considerarmos também o que acontece quands sémais periddicos sem a frequién-
cia fundamental. A figura 5.9 mostra o resultado da distodgiama soma de um sinal composto
por uma senoide somada a outra dbfh da freqiiéncia. O resultado é que surgem harmoénicos com a
frequéncia do maximo divisor comum das duas componentegdpetial podem surgir componen-
tes de baixa frequéncia, chamadas por algursuteharmonicog7].
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Fig. 5.9: Espectros de uma onda distorcida com sub-harmgnic

5.4.4 Distorcao de sinais quasi-periodicos

Se o sinal sendo distorcido ndo for uma soma de sendides haaspou de proporcdes racionais,
podem surgir componentes senoidais na saida com valoresgl&fcia que nao se relacionam de
forma simples com as frequéncias originais.

Fregiientemente surgem os chamados “tons de diferencahabdistorcido [79]. E facil en-
tender o motivo do surgimento destas componentes se emoarar funcao de distorcdo como um
polinémio. Ao multiplicar o sinal por ele mesmo realizamasdominio da freqiiéncia uma convo-
lucéo do sinal por ele mesmo. Assim surgem componentes clumesale freqiéncias obtidos por
somas e subtracdes dos valores das componentes originais.

Um efeito interessante que se pode observar é que quandaorg®mentes originais nao sao
multiplas inteiras de algum divisor comum podem surgir asliferenca proximos uns dos outros,
dando origem a componentes senoidais com modula¢des ageftegiiéncia (batimentos).
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Somas de sendides com relagfes racionais entre as freggi&aci cruciais em toda a musica,
sendo que é nisso que se baseia a harmonia e a construcamdesodlas musicas tradicionais.
Escalas mais modernas, como a temperada de 12 semitonstfiiBgm buscam oferecer notas com
frequéncias de relacbes aproximadamente racionais.

Ao se tocar instrumentos, principalmente os de corda, edanieber que alguns pares de notas
possuem componentes de freqiiéncias muito préximas, @édimasuito pouco coincidentes, e outros
pares ainda possuem componentes proximas, mas suficienéeafia@stadas para causar batimentos
de periodos longos o bastante para serem ouvidos.

Por exemplo, se pegarmos uma determinada nota na escakr#eiapo quinto semitom acima
dela possui uma freqUénd% ~ 1,3348 vezes maior, 0 que € muito préximo di€3. Para o sétimo
semitom temo&1z ~ 1,4983, proximo de3 /2. A diferenca entre os valores exatos e as aproximagdes
racionais nestes casos saoldes e —1,96 centésimos de semitom [109]. A freqiiéncia do sexto
semitom, entretanto, &2 = /2 ~ 1.4142 maior gue a referéncia. Este valor pode ser aproximado
pela razdo 7/5, que ja ndo € uma razdo muito atraente poripfaetes muito grandes, mas ainda
por cima é uma aproximac¢ao muito ruim, cdM49 centésimos de semitom de distancia. (A razao
99/70 se aproxima mais, mas possui fatores ainda piores.)

A soma de uma nota com a localizada seis semitons acima dle gortanto uma onda com
uma freqiiéncia cinco vezes menor, caso a aproximagadosse razoavel. Isto significa que para
uma nota des2,4Hz poderiamos gerar uma componente inaudivel @8Hz ao distorcer a soma
destas notas.

Entretanto, como esta aproximacado de proporcao racionailté ndo ocorre esta geracao de
uma componente senoidal pura. Surgem componentes pr@xdara$o origem a componentes apro-
ximadamente harmoénicas moduladas em baixa frequéncia.ufafigy10 traz um espectrograma da
distor¢cdo da soma de uma senéidd digflz com uma seis semitons acima. E possivel ver claramente
que alguns dos harmonicos gerados possuem uma modulaggmaemdamentéHz.

5.4.5 Sinais mais complexos

A figura 5.11 mostra o espectrograma de um sinal sintetizadsnal limpo foi criado com uma
soma de 20 senoides com amplitudes dadas pelo modelo daloghicom parametro® = 0,1
e C = 0,35. As frequéncias das parciais de cada nota foram elevadasahgente, de acordo com
1+0,025f%2, para criar sinais que nao fossem perfeitamente harmgressisn como os observados
em nossas gravagdes. Foram somadas uma nota fundamentaégdéncia dd 00 Hz e uma nota
sete semitons acima (o chamaatawer chorgdsem a oitava).

A figura 5.12 mostra um espectrograma da segunda nota de anago da muasic8atisfaction
dos Rolling Stones. E possivel observar que o sinal é compostcomponentes aproximadamente
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Fig. 5.10: Espectrograma de uma onda quasi-periddicardidéy apresentando batimentos lentos.
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Fig. 5.11: Espectrograma obtido de uma nota sintetizada.

harménicas moduladas no tempo por envoltorias lentas.

Como podemos portanto observar, o processamento de unssfi@éntemente complexo por
uma néo-linearidade sem memoria faz surgir componentesdses com modulacdes lentas, o que
€ justamente a caracteristica do sinal da guitarra limpantpie procuramos ressaltar no primeiro
capitulo. Isto demonstra a necessidade de buscarmos fdenaasilise que nos permitam lidar melhor
com sinais com estas caracteristica, ja que elas ocorreéongiarsinais limpos quanto em distorcidos.
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Fig. 5.12: Espectrograma da segunda nota de uma gravacaasitza®atisfaction

5.5 Transformacao de parametros de distorcao

Em um artigo ja publicado em um congresso [110] apresentamagécnica para auxiliar o uso
de distor¢cdes musicais como as apresentadas aqui.

O modelo de fungéo de distor¢éo utilizado neste estudo rfieétsico, baseado em uma curva
composta por segmentos de reta. Este modelo aproxima o cammgmto de circuitos para distorcéo
baseados em limitadores construidos com amplificadorea@peais e diodos.

Os parametros ditos “fisicos” que regem este modelo sdosbnie intensidade do sinal a partir
de onde comeca a haver o corte, e o niv@bnde este limiar € mapeado. O modelo € normalizado de
tal forma que o nivel de entrade) se mantém com este valor.

A escolha destes dois valores no uso pratico do modelo naufértzvel ao musico. E facil notar
em primeiro lugar que a regido onde~ y ndo € muito interessante, assim como valores grandes de
x nAo possuem muita importancia. E facil entender o motivtadeias caracteristicas: No primeiro
caso ndo ocorre muita distorcdo porque o mapeamento nadesigmificativo. No segundo, trata-se
do fato de que o sinal raramente atinge amplitudes muits.aEacontramos valores de amplitude
RMS de aproximadamentg2 para sinais gravados de instrumentos de corda normalipadasua
amplitude maxima valet,0.

O nosso objetivo foi entdo buscar um mapeamento destesal@isiptros para um Novo pae g
gue definem um espaco onde buscamos fazer com que variag@esoha distancia causem efeitos
de igual significancia perceptiva. Uma de nossas motivapdésntar ver de que forma o dominio
dex ey seria mapeado para um espaco timbristico [111, 112].
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Nossa idéia inicial era realizar um experimento psicoamuigedindo que ouvintes comparassem
amostras sintetizadas com diferentes pares de paramétrpartir dos dados obtidos poderiamos
construir um espaco timbristico utilizando uma técnicastakmento multidimensional [113].

Para facilitar a realizacdo de um experimento como esta 88kiantes ja criar um mapeamento
baseado em algum critério de avaliacéo fisico. Este aitggiria como uma forma de modelo psico-
acustico ingénuo, e nos permitiria evitar fazer no expamtmeom humanos um nimero excessivo de
amostragens em regides claramente pouco interessanteser® aitilizado afinal foi simplesmente
a energia do ruido da diferenca entre o0s sinais relativosasamostras.

O processo de medi¢éo se deu iterativamente sobre paresadegpes numa grade. A cada passo
um deles foi definindo como uma referéncia. Entdo novas aasofiram sorteadas aleatoriamente
em torno desta referéncia, e comparadas de acordo com iocri®éresultado de um destes passos
esta na figura 5.13.
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Fig. 5.13: Resultado de uma iteragdo da amostragem. A nefarésta emx = 02ey = 0,8
(esquerda). Campos vetoriais encontrados (direita).

A partir da localizacdo das amostras similares e dissigslanodelamos uma regido de limiar,
com formato elipsoidal. O sorteio das amostras foi feitoatenf adaptativa para que metade delas
caisse dentro da regiéo.

Ao final do processo obtivemos para cada ponto da grade dmsesaelativos as dimensdes
da regido elipsoidal ao redor da referéncia. Para encomtisso mapeamento, definimos que as
derivadas parciais dee y com relacéo & e g seriam vetores ortogonais sobre cada referéncia, com
magnitudes e angulos relacionados com as dimensdes da mdigaele ponto. O resultado é grafico
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a direita na figura 5.13.

Este grafico apresenta dois campos vetoriais. Note que oslasofbram normalizados para
facilitar a visualizagéo. Os vetores na dire¢do mais \@rsdo geralmente muito mais extensos do
gue o na outra direcdo. Estes campos séo as derivadasgleom relacdo a cada varidvee q.

Para determinar 0 mapeamento € necessario tomar cada @s dasres de derivadas parciais e
montar uma matriz jacobianbque, invertida, nos fornece os valores das derivadas mdga e g
em relacédo a ey. Estas derivadas definem por sua vez dois campos que se supdegadientes
das duas fun¢Bes que dae g a partir de(z,y).

dxr 0 9 9 = T
J= [g_p g_z] J—lzlg_5 g_Z]: YP(W)T] (5.20)
% 94 9 oy VQ(z.y)

Estas func¢des definem afinal dois campos que podemos infegeaencontrar os valores ge
q a que devemos mapear cada par de parametros. A integrag@&alfpada por diferencas finitas,
montando um sistema esparso de centenas de variaveis gesdbiido pelo método de residuos
minimos generalizado [114]. Este processo de integrag&mvenum passo importante, realizado
implicitamente, que € a imposi¢ao de integrabilidade nospoes de vetores.

A figura 5.14 mostra as curvas de nivelideq em funcéo déz,y). A figura mostra exatamente
qual é o aspecto de uma grade @ng) quando projetada effr,y). Entretanto, a amostragem de va-
lores da funcag foi feita de forma exponencial, em poténcias de 2, o quefsigrque na regiao mais
proxima der = 0 haveria muito mais curvas relativas a niveipd® fosse feita uma amostragem a
intervalos regulares.
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Fig. 5.14: Curvas de nivel deeq.
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5.6 Conclusodes

Neste capitulo apresentamos o problema do estudo do famsgnto de circuitos para distor¢cédo
musical. Tradicionalmente, o estudo da distor¢cdo em ¢oswgletronicos de audio so é realizado
porque se deseja evita-las. Em nosso caso, entretantrg@iss sdo bem-vindas, por modificarem o
timbre do instrumento.

Ao realizar um projeto de um amplificador ideal s6 existe unegarpossivel: distor¢cdes nulas e
funcdo de transferéncia com a faixa de passagem mais plangaed possivel. J4 no projeto de um
circuito para distorcdo musical surge o problema de quéesRignimeras formas de se deformar o
sinal, e ndo existem muitas recomendacdes formais sobre deye ser feito.

Em nossos estudos procuramos por principios basicos gesgard auxiliar no estudo do funci-
onamento de distor¢des musicais e do timbre de guitarragcat Estes conceitos ainda podem ser
Uteis no desenvolvimento de sistemas para a andlise espetdfsinais de guitarras elétricas.

Engenheiros e outras pessoas interessadas no tema costiloaia-lo inicialmente através de
conceitos trazidos de andlise de sistemas lineares e distdsta Por isso freqlientemente se ouve
falar apenas que circuitos de distor¢ao causariam um ceflagrarmonicos superiores, como ocorre
em filtros passa-alta, ou ainda simplesmente a adi¢cao de locadco.

O gue pudemos observar entretanto é que os sinais envosadate uma familia especifica. Nao
€ correto afirmar que a distorgdo torna o sinal parecido comuigo branco. Os sinais produzidos na
distorcdo da guitarra sdo na verdade semelhantes aosgwéprais esperados em uma guitarra limpa,
se utilizarmos um modelo mais detalhado do que o tradicidmatam-se de somas de componentes
senoidais aproximadamente harmdnicas moduladas lentametempo, causando batimentos.

Precisamos portanto direcionar nossas analises paraniigaemos precisamente o formato des-
tas modulag6es. Muita atencao ja foi dada a questao da desadindo decaimento simples, e das
amplitudes no inicio da onda. E preciso agora saber até que péo seria mais importante co-
nhecermos as modula¢gdes das componentes. Talvez umzsidtetque leve isto em consideracao,
modulando apropriadamente sendides perfeitamente harasdpossa criar sinais tdo ou mais satis-
fatorios quanto sintetizadores que geram ondas ndo-h&asimas sem modula¢des, como é comum
de se ver.

E preciso ainda determinar quanto de informacéo € possiirairede um sinal de uma guitarra
distorcida. Pode ser que néo seja possivel determinar tadasteristicas fisicas dos sistemas como
gostariamos. Mas pode ser ainda que um sistema de codificag@ado na representacéo do sinal
como somas de componentes aproximadamente harmoénicasashsino tempo ofereca uma boa
alternativa para a codificacéo digital de sinais. E preawostrar relacdes entre as modulagdes das
parciais, como 0s acoplamentos que mencionamos no ca@jtel@omo as variacfes simultaneas
gue pudemos observar em alguns dos sinais apresentadesagistilo.
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Conclusoes

Os resultados apresentados nesta dissertacéo foram ncarsthr qualitativo do que quantitativo.
Procuramos revelar quais séo as imperfei¢cdes previstagipiela em sinais gravados de uma corda
de um instrumento musical. Entdo fizemos experimentos opdssivel observar estes fenémenos.

Foi uma preocupacao nossa criar experimentos simplesgitlesfdroducao, e principalmente que
nao exigissem equipamentos sofisticados. Para isto busaptorar o maximo possivel as funci-
onalidades oferecidas por um computador pessoal equipdaima placa de som. Apesar destes
equipamentos serem hoje muito populares e acessiveislitaotes que ainda é possivel explorar
melhor as possibilidades oferecidas por eles em atividaates as descritas aqui.

Em nossas andlises buscamos também encontrar ferramketaatavas a realizacdo de analise
harménica e subsequente busca por picos no espectro. @satgocomo os descritos no apéndice C
nos permitiram isso ao automatizar a selecéo de frequéacasplitudes sem recorrer a analises
harmdnicas. Mas ainda n&do nos é claro o quéo vantajoso écagimi destas técnicas no lugar das
mais tradicionais utilizando DFT.

No futuro pensamos em fazer melhores avaliagdes do desbmpiestas técnicas de analise
aplicadas a sinais de instrumentos musicais. Também pietess melhorar nossos experimentos
fisicos para finalmente obter boas medi¢cfes de grandeiasfta guitarra elétrica.

Quanto a analise da distorcdo, cumprimos nossa meta deaalm@ssunto em um ambiente
académico, na esperanca de um dia podermos ver resolvigmaraies controvérsias que existem
entre 0s entusiastas do assunto. Acreditamos que ainda exigo trabalho a ser feito na analise de
sinais de guitarra distorcidos.

Tivemos a oportunidade aqui apenas de ver algumas daserétcas mais fundamentais dos
sinais de guitarra distorcidos. Foi procurando estudards® voltamos nossa atencao para a forma
de onda da guitarra limpa, pois percebemos ao enfrentarbdepna o quéo crucial este estudo seria
para o seguinte. S6 agora, conhecendo a fundo as caractsrgg um sinal limpo e dos sistemas de
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distor¢do, é que podemos comecar a buscar por descricdgsasae sinais de guitarra distorcidos.

Acreditamos ainda que a consideracdo da existéncia degdis®na criacdo do sinal de uma
guitarra pode levar a vantagens em certos tipos de andlisgistorcao afeta diretamente o formato
do histograma do sinal, o que € algo relevante em certastsgpara separacgao de fontes que utilizam
estatistica de ordem superior. O uso de distor¢cao pode eirt@ambém um fator que contribui para
a analise de sinais gravados. Ela pode vir a possibilitaregemplo que se estime a funcéo de
transferéncia entre a corda e o pedal, e entre o pedal e acégua sinal. Ao remover esta nao-
linearidade estes filtros se misturam, e deve ser maisldédfdar separar ambos.

Se estas expectativas forem satisfeitas, demonstrarameosng certos aspectos a musica criada
com guitarras e baixos elétricos distorcidos, em bandaspmmos membros, € algo que se adequa
muito mais facilmente a andlises técnicas do que a musiedatitistica” criada por orquestras com
muitos membros tocando instrumentos similares, ou simmEage as musicas onde se busca reduzir
ao maximo a existéncia de distor¢cbes na producéo do sinal.



Apéndice A
Tensao e extensao

A férmula que alguns autores apresentam para a tensao dges@sticadas néo é correta [63][47,
p.16]. Mas o erro se refere apenas ao significado fisico deoeficiente, o que ndo afeta a algebra.
Ambos autores acima afirmam que a tensao varia com o comgarmdarseguinte forma:
I — 1y

T(l) =Ty + Y A——, (A.1)
0

ou seja, proporcional & variagdo relativa do comprimenteatda com?’'(0) = Ty, ondeY é a
constante de elasticidadg ¢ o comprimento da corda tensionada seria a area de se¢do da corda.
Acontece que se considerarmos a tensao a partir da cordemgionadal, = 0), teriamos

l—1,
I,

T(l) =Y A, (A.2)

ondeL, é o comprimento “de repouso”, com a corda ndo-tensionada,éea area neste estado. A

tensadl, seria portanto
lo— 1,
%:Ymol. (A.3)

T

A férmula utilizandol, como referencial deveria portanto ser

lol_lTjLYArl;lT

ﬂo:n—y(m?>ﬁ“. (A.5)
r 0

T()=Ty— YA, (A.4)

Ou seja, a ared que os autores dizem ser a secdo da corda vale na veﬁdad&r%. Este valor
nao € nem a area de secao origidglnem a area predita pela conservacao de volume, dadfa[%or

2
A area utilizada por eles éﬁ;) vezes a area da corda, %La area da corda parada e tensionada.
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Apéndice B
Sintese de guitarras elétricas

Um dos primeiros sintetizadores computacional de sinaissteumentos de corda € o de Hiller
e Ruiz [115], apresentado em um artigo de 1971. O programaittepor eles é relativamente
sofisticado, e utiliza uma aproximacao de elementos finikssedjuacdes diferenciais lineares da
corda com rigidez a dobra. Ainda séo levadas em considegact@rminacdes e condi¢cdes iniciais.

Como podemos ver, o uso de modelagem fisica ndo € portartomalg no mundo da sintese
de sinais musicais. Sintetizadores que ndo usam modelagjemdstavam buscando eficiéncia com-
putacional e velocidade suficiente para operar em “temga rear outro lado, os modelos fisicos
utilizados e suas implementagfes também foram aperfalgese com o tempo.

Uma forma de sintese muito popular, que ndo deixa de teratsu na fisica, € a aditiva. Ela
utiliza somas de sendides para criar sinais, mas em geraltdidados poucos parametros. Sin-
tetizadores deste tipo raramente consideram decaimeesigudis. Muitas vezes o sinal criado é
simplesmente usado como entrada para um modulador tipo ADSR

O ADSR molda uma onda criando um chamado “envelope”. Ista tdear as ondas mais pa-
recidas com o que se vé na pratica. Entretanto, a visdo e udaadenum instrumento complexo
como um grupo de portadoras moduladas por um mesmo sinatantebnge da realidade, como
pudemos ver nesta dissertacao.

Muita pessoas tentam utilizar o conceito de envelope e ragéalde portadoras para tentar inter-
pretar sinais reais gravados, mas isto nem sempre traz ésutados. Uma das motivacdes de nosso
trabalho foi justamente tentar amadurecer um pouco a iégjae todo sinal possui algum “envelope”
gue possa ser medido. Na pratica € muito dificil encontaasitorios tdo bem-comportados.

Quando frequéncias harménicas sdo utilizadas na sintése&adbtemos uma forma de onda
estritamente periodica. Isto é a base da chamada sinteseapetable onde um periodo da onda é
armazenado e executado ciclicamente.

A chamada sintese subtrativa parte de sinais relativancem@lexos e realiza filtragens para
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obter os timbres desejados. algumas fontes para esse tjrocksso séo ruidos, a sintese FM, ou
talvez sinais de sintese aditiva processados pelo chaweadgshaping

No processo d&vaveshapingima onda é processada por uma funcéo de distor¢cdo, como as es-
tudadas em nosso trabalho. O uso de uma simples sendidemgarangla periddica, como em uma
sintese aditiva, ou pawvavetable Mas um sinal ligeiramente mais complexo, com duas sendides
nao-harmonicas, ja da lugar a novas parciais que podemadeitmaais, como 0os chamados tons de
diferenca.

Existe um algoritmo de sintese de sinais sonoros utilizegfpliEntemente para criar sons como
os de um violdo que possui um formato simples para a implexg@atdigital. Trata-se do algoritmo
de Karplus-Strong [116]. Apesar da simplicidade de cogéwiconsiderada por muitos impressio-
nantemente grande para a qualidade dos resultados, égdaseBtrar que a estrutura deste sistema
de sintese pode ser deduzida a partir de principios fisldag.

A pesquisa em sintese hoje busca tanto explorar sistem@midivs sem conexao explicita com
modelos fisicos [118, 119], quanto implementar modelasd$smais detalhados, quase sempre bus-
cando a maior eficiéncia computacional possivel [120, 26].



Apéndice C

Algoritmo SNTLN

O problema de se modelar um sinal mostrado como uma soma daexpais complexas esta
presente em muitas areas de estudo. Além de ser algo funtddmarieoria de processamento de
sinais, uma aplicacdo onde este problema se mostra parti@mte importante € na estimacao de
direcdo de chegada de sinais amaysde antenas.

Uma vez que se saiba as freqtiéncias, a obtencao da amptiaglesponenciais complexas pode
ser facilmente feita através do método de Prony, de 1795 [78]

O dificil é, portanto, descobrir as freqliéncias quando s&r@®. Uma maneira € encontrar 0s
coeficientes de predicao linear. As raizes do polindbmio &mlopor eles deveria ser exatamente estas
freqUéncias. Entretanto, os métodos que s6 cotidianamélitados para isto em problemas como
analise da fala, por exemplo, ndo fornecem resultados bsufioiente. Os resultados freqlientemente
servem para outras aplicacfes, mas ndo para uma predieapdixtremamente precisa.

O método LS feast squargspor exemplo, utiliza uma pseudo inversdo huma matriz tcoigs
com coépias atrasadas do sinal sendo modelado, e multigljeld proprio sinal.

Existe um motivo estatistico claro para esta técnica nadoas resultados. Acontece que sO
estdo sendo considerados erros no vetor do sinal que setiendomado direito do sistema montado.
Para considerar também erros no lado esquerdo, é predigaruiima técnica conhecida por alguns
como “erros-nas-variaveis”, ou ainda por TLiBtél least squargs

Mesmo essa técnica pode ainda fornecer resultados ruingamente existe um motivo. Os erros
sdo introduzidos na matriz e no vetor do sistema de formagnidiinada, quando na verdade existem
valores ali que representam uma mesma grandeza. Existanfmouma estrutura na matriz que deve
ser obedecida também na matriz de erros. Uma técnica quealtsio é a STLSsfructured total
least squar@$121]. Existe ainda outro critério mais sofisticado quelemn consideracdo a estrutura
da matriz, e origina o algoritmo IQMLiterative quadratic maximume-likelihop§lL22].

Enquanto o STLS utiliza norma quadratica, é possivel atiliznormal.;, ou outras, para obter
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melhores resultados em certas situacdes. Isto pode tosistema mais robusto a ruidos provocados
por outliers por exemplo.

Um ultimo desenvolvimento relevante foi uma extensdo doNspka resolver problemas nao-
lineares, como a prépria estimacgdo da frequiéncia. No casstitaacédo das freqiéncias, esta técnica
busca seus valores diretamente, e ndo indiretamente aitta\@eficientes de predicdo. No caso de
norma quadréatica, o sistema € uma forma de otimizacéo de-Bewfon, mas é possivel implementar
normal, por exemplo. A solugéo do problema de otimizag&o envole@a normal; utiliza um
programa linear [123].

Estes algoritmos geralmente precisam ainda de uma estanmatioavel da solucéo, além do nu-
mero de sendides no sinal. Existem critérios que tentamastste Gltimo [124].

Em algumas analises desta disserta¢do nos buscamos otiXE LN pra a obtencéo dos valores
de frequéncia e amplitude das componentes. Métodos comemsonados aqui ja foram utilizados
na criacdo de codificadores experimentais de sinais de fiithh

NOs constatamos que o algoritmo SNTLN com noripale fato possui um excelente desempe-
nho. Fizemos alguns testes com o IQLM também, que ndo seaud&ty util em nossos problemas.

Constatamos que as vezes o SNTLN ndo consegue pegar algompsrentes de intensidade
peguena em sinais como os da guitarra elétrica. Ainda esteeatizando testes para averiguar o de-
sempenho deste algoritmo em sinais como nosso. Pretenéecmdrar a dependéncia da qualidade
das respostas do algoritmo em funcédo do numero de pontizadd| ruido, e caracteristicas do sinal
considerando apenas sinais de guitarra. Por exemplo,qasr&ber como o algoritmo se comporta
quando um filtro de formato senoidal vai reduzindo a ampdittel uma parcial até anula-la.
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